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Prefácio 


Este texto corresponde às notas de aula da disciplina “Cálculo Vetorial e Geometria Analítica” 
que vem sendo ministrada na Universidade Federal da Paraíba há 5 décadas. Essa disciplina 
faz parte do currículo mínimo obrigatório das engenharias e cursos de Matemática, Física. 
Estatística e Computação, sendo fundamental em aplicações da Matemática. 

No capítulo 1, fazemos uma rápida revisão de matrizes, determinantes e sistemas lineares. 
Esse é um assunto bastante explorado no Ensino Médio e, por isso, não entraremos em muitos 
detalhes aqui. Limitamo-nos apenas aquilo que é essencial para o entendimento dos capítulos 
posteriores. 

No capítulo 2, introduzimos o estudo geométrico e analítico dos vetores, definimos as ope- 
rações básicas de produto por escalar e adição de vetores e introduzimos os conceitos de de- 
pendência e independência linear. 

No capítulo 3, apresentamos os produtos interno, vetorial e misto de vetores, bem como suas 
principais propriedades. Usamos esses conceitos para dar novas demonstrações de fórmulas e 
resultados de Geometria e Trigonometria, que já devem ser bem conhecidos do Ensino Médio. 

O capítulo 4 é uma continuação natural dos assuntos introduzidos no capítulo anterior. 
Trata-se do estudo das retas e planos, o início da Geometria Analítica tridimensional. 

O capítulo 5 é sobre Geometria Analítica plana e apresenta as curvas conhecidas como 
cônicas: a parábola, a elipse e a hipérbole. O estudo dessas curvas é importantíssimo, tendo 
em vista que elas ocorrem em muitos fenômenos naturais e situações do dia-a-dia. 

O capítulo 6 encerra o texto e trata do estudo das quádricas. É a versão tridimensional 
do estudo das cônicas do capítulo anterior. São apresentados o cilindro, o cone, a esfera, o 
elipsóide, dois tipos de hiperbolóides e dois tipos de parabolóides. 

Além disso, também no fechamento de cada parte, incluímos uma seção de “Apoio compu- 
tacional”. O objetivo dessa seção é apresentar algum programa que possa ser utilizado como 
auxiliar nos cálculos, uma espécie de assistente matemático. 

No final, apresentamos um breve apêndice com os resumos de todos os capítulos anteriores. 
Essa compilação é útil para se fazer uma revisão rápida de todas as fórmulas apresentadas ao 
longo do texto. 

Após cada capítulo, são propostos vários exercícios, quase todos com resposta. Eles podem 
ser classificados em três níveis: fácil (tipo A), médio (tipo B) e difícil (tipo C). Sobre sua 
resolução, recomendamos que sejam solucionados todos os exercícios classificados como fáceis 
ou médios (apesar dessa classificação ser bastante subjetiva), e que sejam considerados opcionais 
os tidos por difíceis. 

Este texto foi elaborado usando-se exclusivamente programas livres e gratuitos, que podem 


ser facilmente encontrados à disposição na Internet: Latex (um programa que produz textos com 
fórmulas matemáticas de altíssima qualidade gráfica), Maxima (um programa de Computação 
Algébrica usado em todos os cálculos) e GeoGebra (um programa de Geometria Dinâmica que 
produziu uma boa parte dos os gráficos). 

Por fim, registramos nosso agradecimento sincero a todos os que nos incentivam ao longo 
dos anos e que nos ajudam com ideias, sugestões e críticas construtivas. 


João Pessoa, 30 de dezembro de 2013 


Lenimar Nunes de Andrade 
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Capítulo 1 


Matrizes, determinantes e sistemas 
lineares 


1.1 Matrizes 


Chamamos matriz de ordem mx n (lê-se: “m por n”) a toda tabela com elementos dispostos 
em m linhas e n colunas. Normalmente, esse tipo de tabela é envolvida por um par de parênteses 
ou colchetes. 


4 8 0 —2 
Por exemplo, M = do ne *8 é uma matriz de ordem 3 x 4 de números inteiros, 
—4 0 9 11 
-23 2 V2 q | 
enquanto que A = é uma matriz de ordem 2 x 4 de números reais. 
> —& 3 2/7 


Os elementos de uma matriz são denotados por uma variável com um duplo índice ij: o | 
corresponde à linha onde o elemento aparece na matriz e o j à coluna. Por exemplo, m>3 denota 
o elemento de uma matriz que está na segunda linha e terceira coluna. 

A diagonal principal de uma matriz A = (a;j)mxn é formada por todos os elementos a;; 





























41 8 0 
com i = j. Por exemplo, a diagonal principal de A = 1/15 2 são os elementos 
10 9 |11 











dl — 4, do2 = use d33 — 11. 


Tipos especiais de matrizes 


e Matriz quadrada é uma matriz que tem o mesmo número de linhas e colunas. Por 


1-0 = 
exemplo, M = 12 -3 | é uma matriz quadrada de ordem 3 x 3. Neste caso, 
0 9 12 


também pode ser denominada simplesmente como matriz quadrada de ordem 3. 


e Matriz identidade é uma matriz quadrada em que a diagonal principal é formada apenas 


3 
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a 2d) 
por 1 e os demais elementos da matriz são iguais a O. Por exemplo, [= | 0 1 0 | é 
001 


uma matriz identidade de ordem 3 x 3 


e Matriz nula é aquela em que todos os elementos são iguais a O. Por exemplo, O = 
00 
O O | é uma matriz nula 3 x 2. 
00 


e Matriz triangular superior é aquela em que todos os elementos abaixo da diagonal prin- 
e DR ES 


cipal são iguais a O. Por exemplo, T = | 0 4 7 | é uma matriz triangular superior 
0 09 


3x3. 


e Matriz triangular inferior é aquela em que todos os elementos acima da diagonal principal 
9 00 


são iguais a O. Por exemplo, R= | 5 é uma matriz triangular inferior 3 x 3. 
1 


20 
38 
Operações com matrizes 


e Se A= (aijj)mxne B= (bij)mxn são matrizes de mesma ordem, então a adição de Ae B 


É | x =| BooaO lo) 6 DO 
é a matriz A+ B = (a; + bij)mxn. Exemplo: Ê | +lo Tá RR Ri 


e Se A-=(a;)mentekeER, então a adição de A pelo escalar k é definida como sendo a 


lis? 5 10 
matriz KA = (Kka;j)mxn: Exemplo: 5 | 3 4 | = | 15 20 | 
e Se A = (aij)mx e B = (bij)pxn São matrizes tais que o número de colunas da primeira 
é igual ao número de linhas da segunda, então a multiplicação de A por B é a matriz 
AB =— (Ci sena onde Cij = anbi; + ajo Do + ais ba; ++ EDE 


ocsac aço nd SR MBB RR DSR Dad ge a RD, CA 
EMP ad | QU || asd E UI A | | SGT Se8 


e Se 4 for uma matriz quadrada de ordem n, a inversa de 4, quando existir, é a matriz 
A-l tal que AM! = ATIA = |, onde | é a matriz identidade de ordem n. Exemplo: Se 


do 
= | j g | com ad — bc £ 0, então A! = | ad-be  ad-bc |; 


SESC nd 
ad—-bc | ad—bc 





1.2 Determinantes 


A toda matriz quadrada M, podemos associar um valor obtido através de operações de 
multiplicação e adição dos seus elementos, satisfazendo certas regras. Esse valor associado à 
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matriz é denominado determinante da matriz, denotado por det M, e pode ser definido da 
seguinte maneira: 


e Caso 1x1: se M= [a], então det M = a; 


e Caso 2x2: se M=[ à |, então detM = ad — be; 





a bc 
e Caso3x3:seM= | d e f |, então detM = aei + bfg+ cdh— ceg — afh— bd!; 
g hi 


e Caso nxn: seM = (mij)axn é Mi; for a matriz de ordem (n — 1) x (n — 1) obtida 
eliminando-se a linha 1 e a coluna j na matriz M, então o determinante de M pode ser 
definido por 


det M = Mi det Ma — Mo det Mrs + mis det Mis — Mia det Mia + Ee (=D) ma det Min 


E muito comum denotar o determinante da matriz M pelos elementos de M envolvidos 























por barras verticais. Por exemplo, se M = E | então det M = Rs | =X = VZ. 
a bc a Do 56 rd a 
Outro exemplo: seM = | d e f |,entãodtM=|d e fl=a |— » e 
hi g 1 
g hi g hi 
de 
G E im a(ei — fh) — b(di — fg) + c(dh — eg). 
FR 
Exemplo 1.1 Vamos calcular o determinante da matriz A = | —1 4 0 
To. 2200B 
TO ng 2 
Temos que detA = |-1 4 0| = 7T.- Es a Eos + 2 Rs = 
125 2.5 15 12 





7-(200-0)-3-(-5-0)+2-(-2-4)=1404+15-12= 143. 


Propriedades dos determinantes 


O determinante de uma matriz possui muitas propriedades. Aqui, vamos mencionar algumas 
das mais utilizadas: 


e Se a matriz tiver todos os elementos que não pertençam à diagonal principal iguais a zero, 
então o determinante é igual ao produto dos elementos da diagonal principal. Exemplo: 
70 8 
O 4 0/=40. 
002 
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e Se houver uma linha nula ou coluna nula, então o determinante é igual a zero. Exemplo: 





=15. 40 3 
O AB sb) =); 
Bos 
e Se duas linhas ou duas colunas são iguais, então o determinante é igual a zero. Exemplo: 
4 EA A 
48 4 |/-=0. 
RS 
e Se duas linhas ou duas colunas forem trocadas, então o determinante troca de sinal. 
od 45 à Vs 
Exemplo: 11 1 |=—| 2 4/5 
13.0 = 2 13 0) =2 


1.3 Sistemas lineares 


Um sistema de equações é denominado linear quando todas as equações são polinomiais do 
Dos E 52 +y = 3 


primeiro grau. Por exemplo, iice ci é linear, enquanto que À des des 


não o é. 
Resolver um sistema linear é encontrar os valores que devem ser atribuídos às variáveis de 
modo a tornar as equações sentenças verdadeiras. Esses valores são chamados de solução 
e IOx= 59" =-30 
do sistema. Por exemplo, se substituirmos x por 4 e y por 2 no sistema À a Ea = 10 


obtemos À a E na o E. que são verdadeiras; logo, x = 4, y = 2 é a solução desse sistema. 


Neste caso, dizemos também que (4, 2) é a solução. 


1.4 Método de Eliminação de Gauss 


O alemão Johann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) é considerado por muitos como o 
maior gênio de toda a história da Matemática. Entre as muitas fórmulas e teoria matemática 
que ele elaborou, descrevemos aqui uma técnica simples e eficiente para resolução de sistemas 
lineares. 

O método de eliminação de Gauss consiste em transformar o sistema linear em outro equi- 
valente (de mesma solução) que tenha matriz dos coeficientes no formato triangular superior, 
como por exemplo: 


anXxi tax +asr doc tank = b 
ao2Xo + aosX3 + ecc tan = b 


as3X3 + ecc tan = ba 


AnnXn = Dia 
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Nesse formato, em determinada linha, se x; for a variável associada ao primeiro coeficiente não 
nulo da linha, então todos os coeficientes de x; das linhas abaixo dela são iguais a 0. 
A partir daí, calculamos os valores de xy, x»,--- , x, de baixo para cima: 


MP XI GRIIO DX 


Primeiro calculamos x, na última equação. Depois, substituímos na penúltima e calculamos 
Xn-1. Por último, substituímos x,, X,-1,:**,X> Na primeira equação e calculamos xi. 

Para transformar o sistema linear no formato triangular superior, podemos usar operações 
elementares com as linhas: 


e Trocar a linha 1 pela linha j. Em símbolos: L; & L,. 


e Substituir a linha 1 pela mesma linha multiplicada por uma constante k £ O. Em símbolos: 
L; == kL,. 


e Substituir a linha 1 pela soma dela com outra linha j. Em símbolos: L, = L;+L,. 


E permitido fazer várias operações elementares de uma única vez, como em L, = aL, + bL,, 
bem como subtrair linhas ou dividir uma linha por uma constante: L;— L, = Li+(-1)L, e 
ref; 

k ,Ak tu : : : . ne : : 

E recomendável (mas não obrigatório) que o primeiro coeficiente não nulo de cada linha seja 
igual a 1. Sendo assim, se o primeiro elemento não nulo da linha 1 for a; = 1, então podemos 
utilizar operações do tipo Le = Le — awl; para k=1+1L1+2,143,:+: 

Um sistema linear pode ter solução única, pode ter uma infinidade de soluções ou pode não 
ter solução alguma. Se ele tiver solução única, diremos que é possível determinado, se tiver uma 


infinidade de soluções diremos que é possível indeterminado e se não possuir solução, diremos 


; . . , x—3y = Ê DE pr 
que é um sistema impossível. Por exemplo, p= ques 6 é possível indeterminado porque 
a E x+y = bo 
(1,0), (4,1), (7,2), (10,3),... são soluções (entre outras), enquanto que À Re PES sh é 


impossível. Não é possível encontrar dois números cuja soma seja igual a 5 e também igual a 8. 

Um teorema que é bastante útil é o seguinte: se um sistema linear possuir a mesma quan- 
tidade de variáveis e equações e se o determinante da matriz dos coeficientes das variáveis for 
diferente de zero, então o sistema possui solução única. Se o determinante for igual a zero, 
então ele pode ser indeterminado ou impossível. 


Exemplo 1.2 Determinar a solução de 


2x+3y +42 = 17 
de= ya 27 ds dA 
DX By =Z Er 2 
Solução: Efetuamos as seguintes operações com as linhas do sistema: 
2x+3y + 4z = 17 (L4 DÁ Lo) 
Xe = ty 2z ES AY 


xy —2 
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= py oz = cy 
[bra = 17 (L5=L,—2Li) 
Bbx+8y— z = —)2 (Ls — Ls — 5L4) 
X = Ty qa = 17 
+ 17y = 17 (Lo= Lo) 
43y— llz = —87 
o Ga apa A = 17 
—Ss | y = vai 
43y e tizos SB (Ls = Ls — 43L5) 
KX= ty ddr = 1% 
=— y = sd 
—llz = —44 


Note que obtivemos um formato triangular para o sistema, que o x foi eliminado da segunda 
e terceira equações e que o y foi eliminado da terceira equação. 

Da última equação obtemos: —11z = —44, ou seja, z = 4. Da segunda equação obtemos 
y = —1 e substituindo os valores de y e z na primeira equação, obtemos finalmente que 
x=17+7y-2z=17-7-8=2. Portanto a solução do sistema éx =2,y = —1,z=4, 


Exemplo 1.3 Determinar a solução de 

















x+3y+42 = |0 
e = Bye DZ = |O 
x pAyve- 62 = 0 











Neste caso, o sistema é denominado homogêneo porque os termos constantes (que não são 
coeficientes das variáveis) são todos nulos. 
Efetuamos as operações indicadas: 


x+3y +42 = 0 x+3y+4z2 = 0 

x—5y+22 = 0 (lLb=L,-2L1) —s -8y-2z = 0 (Lo=-5L5) — 

bx+4y—- 62 = 0 (Ls=L3-—5L1) —lly—-50z = O (Ls=-—Ls) 
x+3y+42 = 0 Pad o (o A O 

y+& =) —s Vis = O Dessa última equação, 
11y+50z = O (Ls=L3—11L5) a = 10 


obtemos z = O que substituindo na segunda e, depois, na primeira linha fornece y = 0 ex =0. 
Sendo assim, a única solução desse sistema é solução nula: x= 0,y = 0,2= 0. Todo sistema 
linear homogêneo possui pelo menos a solução nula. 








de 
Neste caso, note que o determinante dos coeficientes dex,y,z éiguala |1 —-D 2 |= 
5. 4 Sb 
—D 2 |, 2 RS 
n Zi 2 -3+ 5 6 ++ 5 4 |5 22 + 48 + 116 — 186 £ 0. Todo sistema linear 











com n equações e n variáveis cujo determinante dos coeficientes das variáveis seja diferente de 
zero possui solução única. No caso do sistema homogêneo, o determinante dos coeficientes ter 
um valor diferente de zero significa que o sistema possui apenas a solução nula. 
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Exemplo 1.4 Determinar a solução de 


3x+3y+47 = 0 
8x—-by+3z2 = 0 
DOU si 


Como os segundos membros das equações são todos iguais a zero, temos que este sistema 
também é homogêneo. Efetuamos as seguintes operações com as linhas do sistema: 











3x+3y+42 = 0 (Li=5L1) xt+ty+tãz = 0 
8x—-by+32 = 0 —S 4 8x-5by+32 = 0 (L5=L,—8L1) 
BX= 0V=2 | XV Z Seu) (Las = La — 5L4) 
x+y+tãz = 0 x+tytãz = 0 
e, 13y-&z = 0 E 13y—- &z = 0. Da segunda e- 
-13y- &z = 0 (L5=L5-—L5) 0 = 
quação, obtemos: y = —SZ que substituindo na primeira equação, fornece x = —y — 3Z = 
Sz—-52= —Sz. Neste caso, não calculamos o valor de z e por causa disso o z é chamado de 
variável livre porque pode assumir qualquer valor real. Dizemos que x = —Z, y= — zEeR 
é a solução geral do sistema. A partir da solução geral, escolhendo valores para z, obtemos 
soluções particulares do sistema. Por exemplo, se escolhermos z = 39, então obtemos x = —29 
E = =25. 
3 3 4 
Note que o determinante dos coeficientes dex,y,z éiguala |8 —5 3 |=3(5+4+24) — 
o 5 e 


3(-8 — 15) +4(-64 + 25) = 874 69 — 156 = 0. Todo sistema linear homogêneo com n 
equações e n variáveis cujo determinante dos coeficientes é igual a zero, possui uma infinidade 
de soluções. 


Exemplo 1.5 Determine k para que o sistema linear homogêneo 


kx+3y +22 = 0 
ey zo 70 
Oy SZ Sy b) 
possua uma infinidade de soluções. 
k 3 2 
Neste caso, o determinante dos coeficientes de xyz éiguala D = |8 —k 1 | = 
JS = 
—k 1 O 8 —k 
k - “8 | =34 1-5 | +2 Los | = k(Dbk+8)-3(-40 —- D) + 2(-64+4+ K) = 











5(k2 + 2k — 1). Para o sistema possuir uma infinidade de soluções devemos ter D = O que 
implica k + 2k — 1 = 0. Resolvendo essa última equação, obtemos k = —1 + v2. 


Exemplo 1.6 Determinar a solução de 


3x+y+z+tw = 6 
2X = SV = d2 me E 2 
X=y-áziksw. =e-sll 
2%" over OW = 37 
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Solução: No exemplo anterior, escrevemos todas as variáveis em todos os passos da solução. 
Isso não era necessário pois bastava escrever os coeficientes de cada equação. Portanto, neste 
exemplo, vamos ser um pouco mais econômicos e escrever apenas a matriz dos coeficientes das 
equações do sistema. E depois, vamos fazer operações elementares com as linhas dessa matriz. 












































Dirasos Adr Cp «Sb 
Mes gg do Gsm TE 
DE AD eo ego BT 
Red. 6 gd 
É a Ed et 00 | pede 
DE É do di “6 | es seo 
po De seje ego So) ns Bis) 
so E Sig 
Dose sido 20 | ED 
EE E di 11 =ia 30 | 
0d 0 4550 59 
bos do CEA =dã 
so F Bo dio Sã E 
go sf ea 090 | fist) 
0 95200 805 | (ipsiby 4) 
sd do 4) = 
= É Pp dm É 
O O —55 —58 119 | (Ls=(—5)Ls) 
O O -53 -64 139 
iss são, Sp sei 
ess 60 dl E O, s506 
0d MM E = 
dE 0» = 05) 04. do) sis sais) 
OR e 
O de AR cê j | | | 
0 0 1 19 | queéuma matriz no formato triangular superior: em cada 
0 00 o 1338 


85, a] 
linha, os elementos que estão abaixo do primeiro elemento não nulo são todos iguais a zero. 
Essa matriz é equivalente ao seguinte sistema: 


x—y+4z2+bw = —ll 
y+1lz+1lw = -20 
58 = 119 
Z+5W = —Es 
488, — 138 
55 55 
e A quarta equação é — “2 w = !3$8, de onde obtemos w = —3. 


e À terceira equação é z+ Ew = —E2, o que fomecez= —2.(-3)- EE =1. 
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e Da segunda equação, obtemos y = —11z — 1lw —20= —11+33-20=2, 


e Da primeira equação, temos x= y — 42 —- bw —- 11=2-4+15-11=2. 





Portanto, a solução do sistema éx=2,y=2,z=lew=-—3. 

Nem sempre um sistema linear tem uma única solução. Às vezes, ele pode ter uma infinidade 
de soluções. Isso ocorre, por exemplo, quando o sistema tem uma quantidade de variáveis maior 
do que a quantidade de equações. Nesses casos, algumas variáveis não podem ser calculadas, 
elas são denominadas variáveis livres e podem assumir quaisquer valores. Quando um sistema 


possui uma infinidade de soluções, então determinamos o formato dessa solução e denominamos 
esse formato de solução geral do sistema. 





Exemplo 1.7 Determinar a solução geral de 


DG DZ =p vs “2 
x ey raz Amu = 19 
x+2y+32+4+4w = 10 


22-12 12 
Solução: A matriz completa desse sistema é M = |3 —1 3 4 9 |. Efetuamos a 


Je, 225 3: de AO 
seguinte sequência de operações elementares com as linhas da matriz: 



































Dines Ae ss TO (L1 & Ls) 1/2 3 4 10 
33-13 4/9 do db sgo so Sd SO (Lo=L5—-3L1) —s 
12 3 4 10 2 12-12 (La = La — 2L1) 
12 3 4 40 | o. de cado TD 
0-7 -6 -8 -21| (Lo=-5L5)) S>|0 [1] 4 É 3 
0 —5 —4 —9 —18 O —5 —4 —9 —18 (La = La +5L5) 
do DP 3 A AM 
5 |0 1 S S 3 que é uma matriz no formato triangular superior e que corres- 
0054 É —3 
ponde ao sistema 
x+2y+324+4w = 10 
y+êz+ôw = 3 
iz—- Sw = —3 


Como o sistema tem mais variáveis do que equações, alguma variável tem que ficar livre, ou 
seja, sem ser calculada. Escolhemos uma das variáveis para ficar livre. Por exemplo, podemos 


escolher w como variável livre do sistema. Isso significa que x, y, Z ficam escritos em função de 
w. 


= 2 23W 
2 
e À segunda equação é y + 2z + Sw = 3 de onde obtemos y = 3 — 2z — “w, ou seja, 


= 6(=21+23w) 8, — 84-77w 
y=3- (529 qwu= 5". 


e A última equação do sistema é iz — 2w = —3 de onde obtemos z = 
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e À primeira equação é x+2y +32+4+4w = 10 > x=10-2y— 32 — 4w. Substituindo os 


valores de y e z obtidos anteriormente e simplificando, obtemos x = 28-SSlw, 


' , 245 — 231w 84 — T7w =21 + 23w 
Portanto, a solução geral do sistema é x =, JEDDw—. ZE —— 


Ê) 1 

Vw E R. Escolhendo valores para w, obtemos soluções particulares do sistema. Por exemplo, 

para w = 1, obtemos x = 1, y = 1 e z = 1 como solução particular. Para w = 0, obtemos 
245 —21 


X= ay Ss ez = 5 como sendo outra solução particular. 


1.5 Apoio computacional 


O Maxima pode ser usado para efetuar quaisquer tipo de cálculo com matrizes, determinantes 
ou sistemas lineares. Veja o apêndice A para algumas regras de utilização desse programa, bem 
como endereço de onde copiá-lo. 


Exemplo 1.8 Neste exemplo definimos uma matriz A no Maxima e calculamos o seu determi- 
nante. Uma matriz é definida com um comando matrix(linhal, linha2, ... ) e cada linha é uma 
sequência de valores entre colchetes. 
(ol) As matzial [7,8,2], [-1,4,0], 11,2,5]4; 

7 Sa 
(%001) -14 0 

l 25 
(%i02) determinant(A); 
(%o02) 143 


Exemplo 1.9 Neste exemplo, resolvemos o sistema linear 


3x+2y+2 = 6 
ix-sv-bz = Db 
2x+y+z = dd 


no Maxima. Para isso, as equações devem ser introduzidas entre colchetes e, depois, resolvidas 
com um comando solve. 
(%i0O3) sis: [34x + 2xy + 2 = 6, 44x — 3xy —- Dez = 0, 2*x + y + 2 = 11]; 


3x+2y+2 = 6 
(%003) 4x—3y—5z = 0 
dy = li 


(%i04) solvelsis, [x, y, 2Z]); 
(36004) [pe = 8, = 38,2 = 1] 


12 12 
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Exemplo 1.10 Determine o valor de k para que o sistema linear homogêneo 


RX royvr 22 = Ú 
H-vA5z = 
x = 2y + kz 0 


possua solução não trivial. Neste caso, definimos uma matriz M formada pelos coeficientes do 
sistema e resolvemos a equação det M = 0. 


CRS Ho natristle, 3, 2), Ut, 4,6], [l, 2, 64; 


k 3 2 
(%005) 1-1 5 

1 =D ok 
(%106) eq: determinant(M) = 0; 
(%006) (10-kJk-3(k-5)-2=0 





(%i0O7) solveleg, k); 
(%o07) [k=—ALt p= Aottr] 





1.6 Exercícios propostos 


A 1 Determinar a solução de 


x+8y+42 = 0 
Feby+z el 
4x+4y— 7z = 0 


Resp.: x=0, y=0, z=0 


A 2 Determinar a solução de 
dx r2y-dz = O 
x 57-52 = 
MV = 


SO o 


Resp: x= Dz, y=3, VZER 


A 3 Determine k para que o sistema linear homogêneo 


kx+2y—2z = 0 
4x+2ky—-z = 0 
Xe pe llz = UU 


possua uma infinidade de soluções. Resp: k=-2 ouk= o 
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A4 a) Dê exemplo de um sistema linear com 4 equações nas variáveis x,y,z e t cuja única 
solução sejax=1,y=2,72=3et=4. 
b) Resolva o sistema do item (a) usando o método de eliminação de Gauss. 








Resp.: Inicialmente, escrevemos aleatoriamente os primeiros membros de quatro equações nas 
variáveis x, y,Z, t: 

5x y +=l0z -3b = 

[XDy = 27 sb = 

=3% Ay Pardo = 

= ye zriAto E 
Para o sistema ter solução única, deve-se ter o cuidado de não escrever uma equação como 
combinação das outras. Depois, substituímos a solução desejada x = 1,y=2,72=3,t=4 
nas equações acima e obtemos o exemplo desejado: 














bx+y+102z—-3t = 25 
(RS ye = 27 = = 08 
= Ay dez = 2 
= pesado = 50 


B 1 Encontre a solução do sistema linear 


ed Wa Di = O 
XE VA te 2 
e RsyvEZzito = O 
X= yet dE = =2 


usando o método de eliminação de Gauss. Resp.: x=6/13, y=-5/13,z2=1, t=-6/13. 


B 2 Encontre a solução geral do sistema 


4x+2y+zZ+w = 13 
= Sy=bm = 5 
x+5y+z+t = 8 
2x— z+4t—- bw = 0 


usando o método de eliminação de Gauss. 
—10t + 10w +49 —6t+ 6w +3 —38t + bD0w — 49 
Resp.: x = >A Ve 8 ZE 12 , VtweER. 


C1 Determine a solução do sistema de equações 











+++ = 13 
a e es 8 
Re sq 28 
DR 26 
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(Sugestão: faça mudanças de variáveis 1/x = p, 1/y = q, etc.) 
Resp: x=& y=1,2Z w=5 





-1 
21 





4yzw + 2xzw + xyw + xyz 
3yzw + xzw + 2xyw + Dxyz 
yzw+2xzw — 3xyw + 4xyz 
byzw — 4xzw — xyw + xyz 
(Sugestão: divida todas as equações por xyzw). Resp: x= & 


C2 Determine a solução de 
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CAPÍTULO 1. 


MATRIZES, DETERMINANTES E SISTEMAS LINEARES 


Capítulo 2 


Vetores 


2.1 Introdução 


O estudo de vetores iniciou-se no final do século XIX. Eles constituem os instrumentos ideais 
para o desenvolvimento de muitos conceitos importantes da Física e da Matemática. 

Existem basicamente três maneiras de se introduzir o estudo de vetores: geometricamente, 
analiticamente e axiomaticamente. 

No método geométrico, os vetores são representados por segmentos de reta orientados 
(setas) e as operações com eles são definidas geometricamente. 

No método analítico, os vetores e correspondentes operações são descritos em termos de 
números, chamados componentes dos vetores. A descrição analítica resulta naturalmente da 
descrição geométrica, desde que seja introduzido um sistema de coordenadas. 

No método axiomático não se faz qualquer tentativa para se descrever um vetor ou as 
operações algébricas com vetores. Neste caso, vetores e operações vetoriais são considerados 
conceitos não definidos, relativamente aos quais sabe-se apenas que eles satisfazem um certo 
conjunto de axiomas. Um tal sistema algébrico, com axiomas apropriados, chama-se espaço 
vetorial. Em todos os ramos da Matemática se encontram espaços vetoriais e eles são apresen- 
tados em cursos de Álgebra Linear. 

Neste texto, inicialmente introduzimos vetores geometricamente. Depois, utilizamos o 
método analítico para introduzir outros conceitos. 


2.2 Segmentos orientados e vetores 


Nesta seção são definidos geometricamente segmentos orientados e vetores. Tentamos 
definir formalmente todos os conceitos envolvidos, algo que nem sempre é fácil de ser colocado 
em prática mantendo-se a simplicidade do texto. 


2.2.1 Definição de segmento orientado 


A reta suporte de dois pontos dados Ae B, é a única reta que passa por eles. O conjunto de 
pontos formado por 4, Be os pontos da reta suporte que estejam entre eles chama-se segmento 
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AB, denotado por AB. Neste caso, Ae B chamam-se os extremos do segmento. A figura 2.1 
mostra um segmento de extremos A e B, com reta suporte r. 


A 


a Figura 2.2: Segmento orien- Figura 2.3: Segmentos colinea- 
Figura 2.1: Segmento AB tado res 


Um segmento orientado AB é definido por um segmento AB mais a escolha de um dos seus 
extremos. O extremo escolhido chama-se ponto inicial (ou origem) do segmento orientado e o 
outro extremo chama-se ponto final. 

Graficamente, um segmento orientado AB costuma ser representado como sendo uma seta 
de A para B (figura 2.2). Formalmente, um segmento orientado AB pode ser definido como 
um par (AB, 4) formado pelo segmento AB e um ponto inicial 4. 

A reta suporte de um segmento orientado AB é a mesma reta suporte do segmento AB. 
Dizemos que dois segmentos orientados são colineares quando eles têm a mesma reta suporte 
(figura 2.3). 


2.2.2 Módulo, direção e sentido 


O módulo ( ou comprimento ou norma) de AB, denotado por AB (ou /AB|) é o compri- 
mento do segmento AB, ou seja, é a distância entre os pontos 4 e B. 

Dizemos que dois segmentos orientados têm a mesma direção quando eles têm retas suportes 
coincidentes ou paralelas. 











B 
D & 
do do «MR 
HF 
== = 
G H 


E 


Figura 2.4: Diversos sentidos e direções 


Exemplo 2.1 Todos os segmentos da figura 2.4, com exceção de EF, têm a mesma direção. 
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Figura 2.5: Mesmos sentidos Figura 2.6: Sentidos contrários 


Se AÊ e CD tiverem a mesma direção e não forem colineares, dizemos que AB e CD têm 
o mesmo sentido quando ACN BD = À. (figura 2.5). Caso ACN BD  () dizemos que AB e 
CD têm sentidos contrários. (figura 2.6). 
AB : a : AÉ m MI 
Se ABe C agem colineares, então comparamos os sentidos de AB com C'D', onde C'D 
é egiiivalente a CD situado em outra reta suporte e, neste caso, dizemos que AB e CD têm os 
mesmos sentidos se e somente se AB e C'D' também tiverem. 


Observações: 


e Sob um ponto de vista formal, a direção do segmento orientado é o conjunto de retas 
formado pela reta suporte e todas as suas paralelas. 


e Dados dois pontos A e B, podemos definir a partir deles dois segmentos orientados AÊ e 
BA. Neste caso dizemos que eles um deles é o oposto do outro e que eles têm sentidos 
contrários. 


e Não faz sentido comparar sentidos de segmentos orientados de direções diferentes. Por 
exemplo, na figura 2.4 nada podemos afirmar se AB e EF têm o mesmo sentido ou não 
— simplesmente seus sentidos não se comparam. 


—, Quando A = B o segmento AB reduz-se ao ponto A e, neste caso, o segmento orientado 
AA é chamado segmento orientado nulo. Neste caso, o sentido e a direção são indefinidos. 


2.2.3 Equivalência de segmentos orientados 


Dizemos que dois segmentos orientados AB e CD são equivalentes (ou equipolentes ) quando 
eles têm o mesmo módulo, mesma direção e o mesmo sentido. 

Outra maneira de definir segmentos equivalentes: os segmentos AB e CD são equivalentes 
quando o ponto médio do segmento AD coincidir com o ponto médio do segmento BC. 

Segue da definição de equivalência que o segmento AÉ é equivalente a si próprio e que 
AB equivalente a CD implica CD equivalente a AB. Além disso, AB equivalente a CD el 
equivalente a EÉ implica AB equivalente a EF (figura 2.7). 


Exemplo 2.2 Todos os segmentos orientados da figura 2.7 têm o mesmo módulo, a mesma 
direção e o mesmo sentido; logo, são equivalentes. 


20 CAPÍTULO 2. VETORES 


Ê 


Figura 2.7: Segmentos orientados equivalentes 


2.24 Vetores 


O vetor definido pelo segmento orientado AB é o conjunto de todos os segmentos orientados 
que são egiivalentes a AB. Qualquer um dos segmentos orientados desse conjunto é chamado 
representante do vetor. 


Exemplo 2.3 Na figura 2.7 os nove segmentos orientados mostrados são distintos. Mas, como 
eles são equivalentes, podem ser considerados como sendo representantes do mesmo vetor AB. 


Usaremos a mesma notação AB para representar tanto o segmento orientado quanto o 
vetor determinado por ele. Aqui há o que se chama abuso de notação: dois conceitos distintos 
denotados da mesma maneira. 

Vetores também são denotados por letras latinas minúsculas encimadas por uma setinha (à, 
b, E...) ou por letras latinas em negrito (a, b, c,...). 

Dizemos que dois vetores são iguais quando os segmentos orientados AB e CD que os 
representam são eqiiivalentes. Neste caso escrevemos AB = CD para denotar a igualdade de 
vetores. 





Á B AM! E' 


Figura 2.8: Hexágono regular e paralelepípedo retângulo 


Exemplo 2.4 Considerando o hexágono regular da figura 2.8, temos as seguintes igualdades de 
vetores: 


AF =08= Bos CD 
» FÉ=A0=0D= BC 
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+ ED=FO=OC=AB 


Considerando agora o paralelepípedo retângulo da mesma figura, temos as seguintes igualdades: 
— — — — 
e A B' E D'C' = H' G' = E' F' 
AE =BF=DH=CG 
— — —+ — 
e A D' B'C' E' H' F' G' 
































O vetor nulo, denotado por 0, é definido como sendo aquele que tem por representante um 
segmento orientado nulo. 

Se à for um vetor representado por AB, definimos o vetor oposto a à como sendo o vetor 
— à cujo representante é BA. 


Observação: 


e Os conceitos de vetor e segmento orientado costumam ser confundidos. Vetor é um 
conjunto, enquanto que segmento orientado é apenas um dos elementos desse conjunto. 
Costuma-se escrever “vetor AB” quando o correto seria “vetor do qual AB é um repre- 
sentante”. 


e O que estamos definindo como vetor costuma ser chamado por alguns autores de vetor 
livre. Um segmento orientado também costuma ser chamado de vetor ligado. 


2.3 Operações com vetores 


Definimos agora três operações com vetores: produto por escalar, adição e subtração. 


2.3.1 Produto de um escalar por um vetor 


Algumas grandezas físicas como massa, densidade, temperatura, volume, energia se definem 
sem a necessidade de uma direção ou um sentido. Essas grandezas são chamadas escalares. 
Neste texto, usaremos a palavra escalar como sendo um número real. 

k AB 
4 B k>0 





k ÀB 
k<0o 4 B 





Figura 2.9: Produto por um escalar 


Dados k + 0 e AÊ e 0, denotaremos por kAB o novo vetor que tem a mesma direção que 
AB, tem comprimento igual a |k|||AB||, tem o mesmo sentido que AB se k > 0 e tem sentido 
contrário a AB se k <0 (figura 2.9). Além disso, definimos 04B = De kd = 0. 

Note que, por definição, os vetores V e kv são sempre colineares, para qualquer escalar k € R 
e qualquer vetor vV. 
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2.3.2 Adição e subtração de vetores 








a+b 
Figura 2.10: Soma e diferença de dois vetores 


A soma de d e b, denotada por à + b, é um novo vetor € que satisfaz uma das seguintes 
alternativas: 


e Se à e b forem colineares de mesmo sentido, então d tem comprimento igual à soma dos 
comprimentos de ã' e b, mesma direção e mesmo sentido que eles. 


e Se à e b forem colineares e de sentidos contrários, então € tem comprimento igual ao 
maior menos o menor comprimento de ã e b, mesma direção e o mesmo sentido do vetor 
de maior comprimento. 


e E é dado pela diagonal do paralelogramo cujos lados são ã e b (figura 2.10). 


A diferença 3 — b dos vetores 3 e b é definida como sendo a soma de à com o vetor oposto 
a b (figura 2.10), isto é, 


SI] 





Figura 2.11: Soma de vários vetores 


A soma de vários vetores (digamos, à, b, € e d) pode ser feita arrumando-se representantes 
dos vetores colocados de tal forma que o ponto final de um corresponda ao ponto inicial de 


2.4. SISTEMA DE COORDENADAS É 


outro (figura 2.11); com isso, a soma à+ b+ E + d é o vetor cujo ponto inicial é o ponto inicial 
do primeiro vetor à e cujo ponto final é o ponto final do último vetor d. 


Observações: 


e Em um paralelogramo cujos lados estão relacionados com à'e b, uma diagonal corresponde 
à soma e a outra corresponde à diferença entre 3 e b. 


e Também é possível definir a soma da seguinte maneira: considerando o triângulo ABC 
com lados A BC, o terceiro lado do triângulo é a soma AÉ + BC. Isto equivale a 
definir AC = AB+ BC. 


Se à, be € são vetores, m e n são escalares, então são válidas as seguintes propriedades: 

















Lgrb=bsa 2. setbro)-(a+Db)46 
3. 3+0=3 4.3+(-)=0 
bo la a 6. m(na) = (mn)ã = n(ma) 
7. (m+ n)d= mã+ nã 8. m(ã+b)= mã+ mb 
(2+b)+c=a+(b+o) 
Figura 2.12: Comutatividade Figura 2.13: Associatividade 


Graças a essas propriedades, muitas vezes podemos operar com vetores como se estivéssemos 
trabalhando com número reais. Por exemplo, à+b= C=> à= C- be também 3X = => 
X=- 5ã. 

As demonstrações dessas propriedades são consegiiências imediatas das definições. A comu- 
tatividade e a associatividade da adição (propriedades 1 e 2) estão ilustradas nas figuras 2.12 e 


2.13, respectivamente. 


2.4 Sistema de coordenadas 


Tendo em vista o estudo analítico de vetores, vamos agora introduzir sistemas de coordena- 
das. 
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2.4.1 Coordenadas no plano 


Em um plano, podemos considerar duas retas que se cruzem em um único ponto, definir um 
lado positivo e um lado negativo para cada reta, uma escala de unidades nessas retas e chamar 
o ponto de encontro dessas retas de origem. Neste caso, chamamos cada uma dessas retas de 
eixos. 





» 13 
2 P 
a 
| X 
+ + + + ++ E nd 
O SU AZA A 
=] 
= 


Figura 2.14: Sistema de eixos no plano 


O usual é considerar os eixos perpendiculares e identificar o ponto de encontro deles por 
O = (0,0). 

Dado qualquer ponto do plano, as projeções desse ponto nos eixos escolhidos chamam-se 
coordenadas do ponto. A projeção de cada ponto P é obtida através da interseção de um eixo 
com uma reta que passe por P e que seja paralela ao outro eixo. Assim, é possível associar a cada 
ponto do plano um par ordenado de coordenadas (a, b). Reciprocamente, podemos associar a 
cada par de coordenadas um ponto P do plano (figura 2.14). Vamos fazer algo parecido com 
isso no espaço tridimensional. 


2.4.2 Coordenadas no espaço 





Plano yOz 





Plano xOy 








X 


Figura 2.15: Sistema de eixos ortogonais Figura 2.16: Planos coordenados 


Consideremos no espaço euclidiano tridimensional, um sistema de eixos ortogonais que con- 
sista em três eixos Ox, Oy e Oz dois a dois ortogonais e com uma origem comum O (figura 
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2.15). Esses eixos são chamados eixos coordenados. 

Nesse sistema, os planos que contém os pares de eixos (Ox, Oy), (Ox, Oz) e (Oy, Oz) são 
denotados por xOy, xOz e yOz, respectivamente (figura 2.16). Esses planos são chamados 
planos coordenados. 

Para cada ponto P do espaço tridimensional, podemos associar um conjunto ordenado 
(a, b,c) formado por três número reais (chamado terno de número reais) da seguinte forma: a, 
bec são as projeções de P nos eixos Ox, Oy e Oz, respectivamente. Cada projeção pode ser 
obtida através da interseção com o eixo com um plano paralelo a um dos planos coordenados 
que passe por P (figura 2.17). 

O conjunto de todos os ternos ordenados é denotado por Rº. Simbolicamente, 


Rº=((x,y,7)|x,y,zER) 


Cada terno (a,b,c) E Rº pode ser associado a um ponto P no espaço tridimensional da 
seguinte forma: identificamos no eixo Ox o ponto de coordenada a e no eixo Oy o ponto de 
coordenada b. Considerando as retas paralelas a esses eixos que passam por esses pontos, o 
ponto de encontro delas é um ponto P' = (a,b,0). Finalmente, “subimos” (se c > 0) ou 
“descemos” (se c < 0) tantas unidades quanto for o valor de c (figura 2.17). 


Exemplo 2.5 Para marcar o ponto P = (—1, —2,4), inicialmente identificamos o ponto (—1, —2,0); 
depois, “subimos” 4 unidades. Veja figura 2.18. 

Analogamente, para desenharmos o ponto Q = (1,3, —2), marcamos (1,3,0) no plano xOy 
e, depois, “descemos” 2 unidades (fig. 2.19). 

















RSRS “P=(a,b,0) 
Ea 1,26 4 
ee Cs P'= (a, b, 0) x 
Figura 2.17: Ponto no espaço Figura 2.18: P=(—1,-2,4) Figura 2.19: Q = (1,3,-2) 


2.4.3 Vetores unitários 


Dizemos que V é unitário * quando seu comprimento for igual a 1. Denotam-se os vetores 
unitários nas direções e sentidos positivos dos eixos x, y, Z por 1, o e k, respectivamente. Ou 
seja, considerando os pontos O = (0,0,0), A= (1,0,0), B= (0,1,0) e C = (0,0,1) (figura 

ed = + ag 
2.20) temos /= 04,)=0OBek = O 





*Também chamado versor 
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Ty 





Figura 2.20: Vetores i, J, k 


Dado qualquer ponto P do espaço, podemos associar a esse ponto um vetor que tenha 
como representante o segmento orientado que vai da origem O a P. Reciprocamente, para 
cada vetor, considerando um representante OB que inicie na origem podemos associá-lo ao seu 
ponto terminal P. Dessa forma, as coordenadas (x, y,Z) do ponto P podem ser identificadas 
com o vetor V = xi + yj + zk com x,y,z € R. Temos aqui mais um abuso de notação: 
costuma-se escrever 


V=xi+tyjtzk=(x,y,27). 


Sejam A = (a. ao,33) e B = (by, bo, bs) dois pontos dados. Como OÁ + AB = OB, temos 
AB = OB — OA. Portanto, 


AB =— (br = En TR (bo = ao)) + (bs = as)k. 


2.4.4 Definição analítica das operações com vetores 


Podemos dar uma definição analítica das operações com vetores: sejam V = vil + voj + v3k, 
W=wmi+mj+wkekER, então definimos: 


kv — (ky)i + (kvo)j + (kvs)k 


VA w=(u+ wi + (+ wo) + (va + wa)k. 


Equivalentemente, podemos denotar as expressões acima por: V = (vi, Vo, V3), W = (mi, Wo, W3) 
e definir 


kv — (kvi, kvo, kv3) 


V+W=(n+mvo+ mova +Mus). 





Definimos também —V = —vii— vo) — vak = (> vi, — Vo, —V3). 


Exemplo 2.6 Sejam vV = 2i+j+3kew=4i-5j-2k. Então 5v = 10; +5) + 15k, 
—W=-4i+5/+2k, V— 4W = —14/+21/+11k. 
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2.5 Comprimento de um vetor 


> 


Seja V = ai + bj. Usando o Teorema de Pitágoras no triângulo retângulo da figura 2.21, 


temos: ||V|? = a? + b? e daí 
|yl= /2+5. 




















y 
El 
8=(0,b,0) 
e e Eus ES e vg 
x x /R=(9,0,0) O =(a b,0) 
Figura 2.21: Vetor no plano Figura 2.22: Vetor no espaço tridimensional 


Consideremos agora Y = ai + bj + ck. No triângulo retângulo ORQ da figura 2.22, temos 
IOÓIP = |JORI|2 + |IRÓ|P. Como ||OR]|| = a e IIRÓI| = b, temos ||OG|P = 3? + b2. Usando 
também o Teorema de Pitágoras no triângulo OQP, temos OB? — odI? + IGP P, e daí 
IOBIP =a2+b2+4+c?, ou seja, 


Wvl=/2+b+c2. 
Exemplo 2.7 O comprimento de v = 2i-3j+5k é |v|| = 22 + (-3)2 +52 = v'38. Um vetor 


rd ad s = & Ea > v = 2 És 3 ed 5 =» 
unitário com mesma direção e mesmo sentido que V é dado por ii mi = 758! val + NELAS 











2.6 Ponto médio de um segmento de reta 


Sejam 4 = (31,35,33) e B= (bi, b>, b3) dois pontos no Rê. Seja M = (m,, mo, m3) o ponto 
médio de AB. Então AM = MB, ou seja, (m— a, m>— a», ma—as) = (b—m, bo— mo, ba— ma). 
Comparando cada coordenada, obtemos 





a + b 
ipa Sa 

ao + bo 
mo — a =b->-m => m = 2 

as+ b 
mM — as = bm = ma == 


Assim as coordenadas do ponto médio é a média aritmética das coordenadas dos pontos 
extremos do segmento. Por exemplo, o ponto médio M do segmento AB onde 4 = (—1,3,7) 
eB=(5,4,1) é dado por M = (=H8 & My = (2,7/2,4). 
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2.1 Dependência e independência linear 
Uma combinação linear de n vetores v, V, ---, V, dados, é um vetor da forma 
j= av + ao Vo a An Va 


onde a; € R são escalares quaisquer. 

Em particular, uma combinação linear de dois vetores 
onde x,y € R e uma combinação linear de três vetores 
xy zeR. 


um vetor da forma v = xa+yb, 


b 
e C é um vetor W = xa + yb+ zc, 


gdebé 
abecd 


> > > 


Exemplo 2.8 Sejam à = 3i. Ee 2Jeb=i-4;. São exemplos de combinações lineares de ã e b 
os vetores i=53-2b=13i+18ev=-3+7b=ã4i-30. 


Dizemos que n vetores W, W, ---, Vh dados são linearmente independentes (LI) quando a 
única solução da equação 
avi av + +anv — 0 





fora = a,=::-= à, = 0. Se a equação vetorial anterior admitir pelo menos um a; £ O como 
solução, então os vetores vi, ---, V, chamam-se linearmente dependentes (LD). 
Em particular, dois vetores à e b são linearmente independentes quando 








xityb=0=>x=y=0. 





> 


Se existirem x £ 0 ou y £ O que satisfaçam a equação xa+ yb = 0 então à e b são linearmente 
dependentes. 
Três vetores à, be € são linearmente independentes quando 








xitybtzi=0=>x=y=2=0. 


À 


Se existirem x £ 0 ou y £ 0 ou z £ O que satisfaçam a equação xã + yb+ zé = 0 então à, b 
e c são linearmente dependentes. 


rd Ed 


Exemplo 2.9 Os vetores à = i+ Ei b=3i-kec=5i+4j-k são linearmente dependentes 
porque podemos observar que E = 2ã+ b, ou seja, 2ã4+ b— E = O de onde concluímos que a 
equação xa + yb+ zC = O admite a solução x = 2, y=1lez=-1. Logo, os vetores são LD. 


Se ã e b forem LD, então, por definição, existem x *0ouy 0 tais que xi+ yb= = 0. Se 
x 0, então podemos obter que 3 = (— vb. Daí, à e b são colineares. Se y £ O obtemos 
algo semelhante. Reciprocamente, se 3 e b forem colineares, existe k E R tal que 9 = kb e, 
neste caso, temos à — kb = O de onde podemos concluir que 3'e b são LD. 

Suponhamos agora que à, be é são LD. Então, por definição, existe x *0ouy 0ou 
z+0taisque xã+yb+zé- O. Sex 0, então podemos obter que 3= (-y/W)b+(-z/x)E. 
Daí, à, be & são coplanares. Se y £ 0 ou z £ O obtemos algo análogo. Reciprocamente, se 
3, be € forem coplanares, existem k ER e k E R tais que à = kb + koc e neste caso temos 
a — kb= k€ = 0 de onde podemos concluir que à e b são LD. 
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xa 
v 
a 7 
== 
>—— 
b vb 
Figura 2.23: Combinação linear dos veto- Figura 2.24: Combinação linear dos veto- 
resgeb resa, be c 


Mostramos assim que dois vetores são LD se e somente se forem colineares e que três vetores 
são LD se e somente se forem coplanares. 

Se um conjunto de vetores contém o vetor nulo, então esse conjunto de vetores será ne- 
cessariamente LD. Por exemplo, os vetores à = 0, be E são LD porque 13 + 0b + 0€ = 0. 
consequentemente, se um conjunto de vetores for LI, então nenhum desses vetores pode ser 
nulo. 

Se à e b forem LI, então consideremos uma combinação linear deles v = xã + yb (figura 
2.23). Variando os valores dos escalares x,y no conjunto dos números reais podemos obter 
todos os vetores do plano. Dessa forma, qualquer vetor V do plano pode ser escrito como 
combinação linear de à e b. 

Analogamente, se à, be & forem LI (por exemplo, à= i, b= je & = k) consideremos 
V— xã+yb+zc (figura 2.24). Podemos assim obter todos os vetores do espaço tridimensional 
se atribuirmos a x, y, Z valores reais. 

No espaço tridimensional, qualquer conjunto de três vetores LI é chamado uma base. 


Exemplo 2.10 Os vetores f1,j,k) não são coplanares. Logo, são LI, e, consegiientemente, 
formam uma base do espaço tridimensional. Neste caso dizemos que eles são a base canônica 
do espaço tridimensional. 


Se fã, b,C) for uma base, então qualquer vetor V do espaço tridimensional se escreve de 
modo único na forma 


V=xã+yb+ ze 


(veja exercício R7 a seguir). Neste caso, dizemos que x, y, Z são as coordenadas de V na base 
fa DC. 

Uma base deve ser considerada como sendo um conjunto ordenado, onde não se deve trocar 
a ordem dos vetores. Por exemplo, as bases 8; = [ã,b,C) e 8» = [E,b, à) são consideradas 
distintas. 
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2.8 Exercícios resolvidos 


R1 Dadosi=i-2j+kev=2i-s5k, determine o vetor w tal que 


O 
2U+3W = -=W—vV. 
2 
Solução: Com relação às operações de adição, subtração e produto por escalar, podemos 
operar com vetores como se estivéssemos operando com números reais. Por exemplo, “passar 
um termo para o outro membro da equação trocando o sinal do mesmo”. Dessa forma a 
equação dada é eqiiivalente a 3W — =W = —2i7 — V, ou seja, 2W = —2(i— 2; + k) — (25 — 5k) 
a O Es E SST 
=> wW= (4 +44+3k)=-Si+o +ok. 





R 2 Sejam y = Si o 5k ev=n+my;- mk. Determine m e n de modo que V tenha 
sentido contrário a WU e seja 4 vezes maior do que tí. 


Solução: Devemos ter neste caso que V = —417, ou seja, ni + m?j — mk = —4(dj — j+ 1h) 
=-i+ 4) — 2k. Comparando os coeficientes de 1, je k nos dois membros obtemos as seguintes 
igualdades: n=-1, m?=4, -m=-2,ouseja m=2,n=-1. 


R 3 Consideremos os vetores à = ara ES ask, b= byi + boj + bak, CC Eid E ok e 
seja 


Go O 0 
Mostre que se D=QO então à be CsãoLDese DO então à be c são LI. 


Solução: Sejamx,y,z ER tais que xi+yb+ zé = 0. Então, x(ayi + ao) + ask) + y(bii + 
boj + bak) + z(cii + cj + ok) = 0 que é eqiiivalente a (ax +biy + Ó7)i4 (aox+ by+ 627) + 
(asx + b3y + c3Z)k = O de onde obtemos que x, y, Z devem ser solução do sistema 


ax+by+az = 0 
aox+t+by+oz = 0 
asx+bay+tcz = 0 


E claro que x= y = z = O é solução desse sistema. Além disso, se D £ O essa solução é única 
e, portanto, os vetores dados são LI. Se D = 0 o sistema é indeterminado, isto é, admite uma 
infinidade de soluções e consequentemente os vetores dados são LD. 


R4Sejami=2i-j vV=)+2kew=i+2j-k. 
a) O conjunto 8 = fu, V, wW) é uma base de Rº? 
b) Escreva o vetor à = 41 + 2j — 4k como combinação linear de 7, Ve w. 


ae Al O 
Solução: a) Seja D = |0 1 2 |. Desenvolvendo este determinante obtemos D = 
dão El 


—12 0. Logo, os vetores são LI e portanto formam uma base do Rº. 
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b) Sejam x,y,zERtaisque d=xi+yvtzwW=>4i+2j)-4k=x(2i-D)+yG+2h)+ 
z(i+2)—-k) => 4i+2]—-4k = (2x+2z)i+(-x+y+22)/+ (2y — z)k. Portanto, (x, y,z) é 
solução do sistema 


2X + Zz = 4 
ses de ye efpdz Es cb 
2y — Z = —4 
Resolvendo este sistema obtemos x= 1,y = —1,2z=2 e daí concluímos que = U— V+2W. 


R 5 Sejam A(1,2,4), B(2,3,2) e €(2,1,-1). 
a) Os pontos 4, Be C são vértices de um triângulo? 
b) Determine D de modo que ABCD seja um paralelogramo. 


Solução: a) Os pontos dados são vértices de um triângulo se os vetores AB e AÉ não forem 
colineares. Como AB = B- A = (1,1,-2)e AÉ = C-A=(1,-1,-5) devemos verificar 
se existe k € R tal que AB = AC (d-Dps (sh) = ks leds = 
k = 2/5, o que é absurdo — não existe tal k. Logo, os vetores AB e Aê não são colineares e, 
consequentemente, os pontos dados formam um triângulo. 

b) Basta determinar D = (x,y,2Z) tal que AD e É 4 AÉ. Temos então que D— A = 
(B-A)+(C-—-A)ouseja (x-1,y-22-49)=(1,1,-9D+(1,-1,-5) => (x— 1,y— 
2,2—-4)=(2,0,-7) de onde obtemos x= 3,y = 2,7 = —3. Portanto o ponto D procurado 
eD=S(B2-5) 














R 6 Se (if, V, w) for uma base do Rº, mostre que fu + v,U—2wW,i+3v-— w) também é uma 
base do mesmo espaço. 


Solução: Sejam x,y,z ER tais que x(T+ W + y(U— 2W)+ z(U + 3V — w) = 0. Efetuando 
os produtos pelos escalares indicados, obtemos: xi+xv+yi-2yw+zii+3zV-zw = 0 que 
é equivalente a xi+yl+zi+xV+3zV-2yw-—-zw=0,ouseja, (x+y+2Z)i+(x+327)v+ 
(-2y — z)w = 0. Como di, v e w são LI, devemos ter: 


Moser JO cr 20 EQ 
x Fº 92 EQ 
ay = 4 Ed) 


O determinante dos coeficientes de x, y, z nesse sistema é: 


FR 
10 3 |[=5%0. 
e 


Portanto, o sistema linear anterior só possui a solução trivial x = y = Z = 0 e, consegiuente- 
mente, os três vetores T+ Vi — 2w, ii +3v— w são LI, logo, formam uma base do Rº. 


R 7 Sejam if, Ve wW vetores Lle dumvetortal que = xiHtyvVIZzWea=xI+ypvV+zW 
onde x,X,y1,y2,71,22 ER. Mostre que nestecaso x =X, = pezxn=2D. 
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Solução: Seã-xu+yv+znwea=xu+ yv+ zw então subtraindo as duas equações 
membro a membro obtemos: O = (x — x)T+ (1 — yo)V + (7 — »)w. Como d, V e w são LI, 
devemos terx —-»w=>y-yp=a-D=00OuUusea,x=-X%,Y)y=-yez = 2z. Mostramos 
assim que só existe uma maneira de escrever um vetor à como combinação linear de outros 
vetores LI. 


R 8 Mostre que as diagonais de um paralelogramo interceptam-se ao meio. 


Solução: Na figura 2.25, seja P o ponto de encontro das duas diagonais do patalelogramo 
ABCD. DE CD) a ESA PO E=DPef=pPB. Devemos 
mostrar que €= d e que & = f. Nos triângulos APB e DPC temos as seguintes igualdades de 
vetores: b=Cr+feb=e+d. Da, Cr f=e4 d. 

Como Ce d são colineares, temos que existe k E R tal que d= kiC, Analogamente, existe 
k E R tal que f = kb. Substituindo na igualdade c + f = &+ d, obtemos Et k8 = E + kcC, 
ou seja, (1 — k)E + (k — 1)8 = 0. Como Ce E são LI, temos que l-k -0€ekb-1=0. 
Logo, k = k = 10 que implica C=dee=f. 


R 9 Seja ABCD um quadrilátero qualquere P,Q, Re S os pontos médios dos lados AB, BC, 
CDe DA, respectivamente. Mostre que PQRS é um paralelogramo (figura 2.26). 


Solução: Na figura 2.26, sejam 3 = DS = SÁ, b= AB = PÊ, E = BÓ = QÉ e 
d=CR= RD. Estamos usando aqui o fato de que os pontos P, Q, Re S são pontos médios 
dos lados do quadrilátero. Como SB =3+be QR = €+ d, temos SB+QR = her 
Por outro Fado; A +BÉ+CD+DÃ=0, ou seja, 23+2b+20C+2d=0=> 3 +b+C+d=0. 














Logo, SB + Q 0 — SÊ = -QR= Se RÓ. Pela definição de igualdade de vetores, 
temos que PQRS é um paralelogramo. 
Ra 
s P Cc 
Wa N 
era Q 
c A M B 
Figura 2.2b: Exercício R8 Figura 2.26: Exercício R9 Figura 2.27: Exercício R10 


R 10 No triângulo eguilátero ABC sejam M e N os pontos médios dos lados AB e BC, respec- 
tivamente. Mostre que MBN também é um triângulo eqjiilátero (figura 2.27). 


Solução: Na figura 2.27 temos |AB|| = ||BÉ|| = IICA] = 1 e |MBI| = |BNI| = 1/2. Resta 
mostrar apenas que |[MNI|| = //2. Como MN = MB+ BN = AB + BC = AC, temos 
IMNI| = SACI] = 1/2. Portanto, o triângulo MBN é eqiilátero pois tem seus três lados 
medindo //2. 
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2.9 Apoio computacional 


O Maxima pode ser utilizado para executar qualquer tipo de operações com vetores. Um 
vetor V = (wi, vo, V3) pode ser definido na forma v: [vi, v2, v3]. Ele já tem implementado as 
operações * (produto por escalar), + (adição) e - (subtração). A norma de um vetor pode ser 
definida como sendo uma função N(v) = /v2 + vZ + v2 que pode ser codificada no Maxima 
como sendo N(v) := sart(v[1]"2 + v/2]"2 + v/3]"2). 

Exemplo 2.11 Dados os vetores ii = 3i+5j-7kev = 4i-j+3k, determine um vetor unitário 


na direção de + v. 


Cool) mr. lãs bs fl; 
(%o01) [3,5,-—7] 
(hi02) vz TA, -t,; Bl; 
(%o02) [4,-1,3] 


(%iO3) wi u+v; 
(%003) [7,4,-—4] 


(%i04) N(v):= sgrt(v[1]72 + v[2]72 + v[3]72); 
(%o04) N(v):= Vv2+ vê + vê 
(%iO5) w/NC(w); 


(4005) [és gi] 


> 


Logo, o vetor unitário na direção de ui+vV éo 5 + Ei — 5k. 


OI 


Exemplo 2.12 Dados i=2/+3j+7k, V=j-5kew=16/+7j-2k, verifique que esses 
vetores são Ll e escreva o vetor "= 41 + 2; + 19k como combinação linear deles. 


COMO) ms [2 dB temer 1b, 4d Elm E. rd: 
(%006) [2,3,7] 


(%007) [0,1,-5] 
(%008) [16,7,-2] 


(%i09) r: [4, 2, 19]; 
(%009) [4,2,19] 


Sendo a, b, c escalares, escrevemos a combinação aii + bv + cw = O que pode ser codifi- 
cada no Maxima como sendo a*u+b*v+c*w. O segundo membro nulo da igualdade pode ser 
subentendido. O comando a seguir calcula todos os possíveis valores para a, b, c que satisfazem 
a igualdade anterior. 


(%109) solve(atu + b+y + ctw, [a, b, cl); 
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(%009) [[a=0, b=0, c=0]] 








Como só tem a solução a = 0,b= 0,c= 0, concluímos que os vetores Ui, Ve w são LI. 





Definimos agora uma equação eq como sendo Fr = ai + bv+ cw. 


(%il0) eq: r= axu + bxv + cxw; 
(%ol0) [4,2,19] = [16c+2a, Tc+b+3a, —-2c— 5b+Tal 


O lado esquerdo de uma equação é calculado com um comando Ihs(...) e o lado direito com 
um rhs(...). Com o comando a seguir, redefinimos a equação como sendo o primeiro menos o 
segundo membro. Depois, calculamos todos os a, b, c que tornam a igualdade verdadeira. 


(%ill) eq: lhs(eg-rhs(eg)); 
(%Woll) [-16c—2a+4, —7Tc—b-—- 3242, 2c+5b-— Ta+ 19] 


(%il?) solve(leg, [a, b, cl); 





166 317 15 
9 12 — ; b — : = — 
(4012) la = 173 143º “= 1431 
Obtemos dessa forma os valores dos escalares procurados: a= &, b=-L c= de. 


Finalmente, para testar o resultado obtido, fazemos uma combinação linear au + bvV + cw para 
ver se a resposta dá igual a F. 


(%il3) 166/143+u -317/143xv + 15/143+w; 
(%o13) [4,2,19] 


2.10 Exercícios propostos 


A 5 Em uma partícula estão atuando as forças A =i+Kk, F = 3j— dar k e Fá = Bs 4k. 
Determine o módulo da resultante das forças que atuam nessa partícula (OBS.: a resultante é 
a soma de todas as forças que atuam na partícula). 


A 6 No hexágono regular ABCDE F de centro O da figura 2.28 calcule as seguintes somas dos 
vetores: 


aJ0ÂÃ+OB+0C+OD+OÉ+OF  bJAÉ+AC+DO 


c) AO + FÓ d) AF + AB + DF + DÊ 











— —s 
A 7 No çubo da figura 2.29, calcule as somas de vetores AÉ + AB + AGA FA e CM+ ME + 
AB+A 
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F E H G 
É F 
A D 
Mº 
E C: 
B É A E 
Figura 2.28: Exercício A? Figura 2.29: Exercício A3 


A 8 Verifique se os pontos A(3,4,1), B(-1,0,2) e €C(0,1,1) são vértices de um triângulo. Se 
forem, determine um ponto D de tal forma que ABCD seja um paralelogramo e o ponto de 
interseção das diagonais desse paralelogramo. 

A 9 Dê exemplo de dois vetores unitários que tenham a mesma direção que V = apa fes 4k. 


A 10 Determine m para que os pontos A(3,1,0), B(1,0,1) e C(—1,m,2) sejam colineares. 


All Sejami=i-2+kev=2i+j. Dê exemplo de dois vetores cujas normas sejam o 
triplo da norma de d+ v. 








A M B A B 


Figura 2.30: Exercício A8 Figura 2.31: Exercício A9 


A 12 No paralelogramo ABCD da figura 2.30, os pontos M e N são, respectivamente, os 
pontos médios dos lados AB e AD. Mostre que 
—s 


CA 


CN+ CM = 5 


A 13 Na figura 2.31, M é o ponto médio dos segmentos AC e de DB. Mostre que ABCD é 
um paralelogramo. (Sugestão: basta mostrar que AD = BÉ ou que AB = DC) 


A 14 Considere os vetores i=i+j-k, V=j+tkew=2i-j+k. Mostre que fi, v, w) é 
uma base do espaço tridimensional e obtenha as coordenadas de 3 = 4j — 2k nessa base. 


A 15 Mostre que para quaisquer vetores 3, b, € os vetores à+ b, àa+ ce € — à são coplanares. 
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A 16 Considere a base [ã, b, &). Mostre que os vetores ãà+2b- E 33-b+ Ce -ã+5b-3€ 
são LD. 


A 17 Dados vetores à be E não coplanares, determine escalares À e yu para que os vetores 
Aa+ub+ ce a+ Ab+ uê sejam colineares. 


A 18 Determine vetores X e y que satisfaçam o sistema de equações 


> 


X+2y = 3 
Ryo = j=8K 


A 19 Verifique se os pontos A(2,2,1), B(3,1,2), €C(2,3,0) e D(2,3,2) são coplanares. 


B 3 Em um triângulo ABC considere um ponto E no lado AB e um ponto D no lado AC que 
satisfazem AD = 34 e AE = 2AB. Escreva o vetor DÊ como combinação linear de BA e 


BÉ 


B 4 Mostre que o segmento de reta que une os pontos médios de dois lados de um triângulo é 
paralelo ao terceiro lado e tem a metade do comprimento deste. 


B 5 Seja ABCD um paralelogramo e G o ponto de encontro de suas diagonais. Determine os 
vértices C e D conhecendo as coordenadas de A(1,2,3), B(0,2,5) e G(1,0,1). 


BG No cubo da figura 2.29, sabendo que M é o ponto médio do segmento BF, escreva o vetor 
HM como combinação linear dos vetores AB, AD e AE. 


B 7 Em um triângulo ABC sejam M, N e P os pontos médios dos lados AB, AC e BC, 
respectivamente. Mostre que 





AP+CM+BN=D. 





É Em um hexágono regular ABCDEF temos AB ES Ae BÊ = V. Escreva os vetores CD, 
DE; 


EÉ FÃ, AC: AD e AÉ em termos de We v. 


C 4 Dizemos que uma base [a = ai varaRbe di sob + bh ce + ck) é 
positiva (respectivamente, negativa) quando o determinante 


di do das 
D — b; bo ba 
GG O 0 


for positivo (respectivamente, negativo). Baseado nesta definição, mostre que as bases 8; = 
ljkje Bb = (35,-—j— k,—2i — Dk) são positivas, enquanto que Bs; = (iikhe By = 
U+J+Kk,j+Kk,J) são bases negativas. 





C 5 Sejam ã e b vetores LI tais que AB =3+2b, BÊ =-43-be CD = -5ã-3b. Mostre 
que ABCD é um trapézio. 
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C 6 a) Mostre que os vetores à = i+2j, b=-2i+ke E=4j+ k não formam uma base do 
Rº. 

b) Mostre que não é possível escrever V = i — k como combinação linear de 7 be E 
Interprete geometricamente esta situação. 

c) Mostre que é possível escrever w = 3/ + 2) — k como combinação linear de 3, be € de 


uma infinidade de maneiras. 


C7 O segmento de extremidades A(xi,y1,71) e B(x»,y>,2>) é dividido pelo ponto C(x, y,z) 





na razão de 1 para À (isto é, Tl = +). Mostre que 
—M + Axo E di + Ay a + À» 
CFO IAN IA 


Usando este resultado, determine pontos C e D que dividem o segmento de extremidades 
A(0,1,2) e B(4,-2,1) em três partes de mesmo comprimento. 
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Capítulo 3 


Produtos de vetores 


3.1 Introdução 


Neste capítulo introduzimos diversos tipos de produtos vetoriais. Essas idéias são inspiradas 
em conceitos físicos e têm aplicações a diferentes áreas da Matemática. Em particular, nos 
exemplos e nos exercícios resolvidos usamos produtos vetoriais para demonstrar resultados de 
Geometria Plana ou de Trigonometria bastante conhecidos tais como Teorema de Pitágoras, 
Lei dos Senos para um triângulo qualquer, cosseno e seno da diferença de dois ângulos, entre 
outros. 


3.2 Produto interno 


A motivação para a definição de produto interno vem da Mecânica. Consideremos uma 
força representada pelo vetor F atuando sobre um corpo de tal forma que lhe provoque um 
deslocamento representado pelo vetor d (Figura 3.1). Então define-se o trabalho W realizado 
pela força F como sendo o número real dado por 


w = I|Flllldilcos a 


onde a é o ângulo entre os vetores F e d. 














Figura 3.1: Trabalho realizado pela força F Figura 3.2: Ângulo entre vetores 


—— 


Sejam 3 e b vetores não nulos. Denotemos o ângulo* entre eles por (3, b). No cálculo da 
medida do ângulo, podemos considerar representantes para esses vetores que tenham o mesmo 





“Estamos nos referindo ao menor ângulo de O a 7 radianos (de O a 180 graus). 
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ponto inicial (Figura 3.2). O produto interno dos vetores de b é denotado por à b e é definido 
por 


—— 


ã-b = llallllbllcos (a; b). 


Se3=0ou b=õ0, então definimos 3- b = 0. 


== nata —— 
rd a — > > rd 


,j ek são unitários e tais que (1,j) = (i,k) 


| 
(E 
>= 
dd 
Q 
S 
o 


Exemplo 3.1 Os vetores 


SÊ nN 
j-k= Ijlllcos5 =1:1:0=0. 


nd — 


Ped = filllli illcos0= 1: 1.1=1 
j-j=Iyllly|cs0=1-1-1=1 
k-k=IKkllk|cs0=1:1:1=1. 


Observações: 


e Observe o produto assim definido envolve dois vetores como fatores mas tem como resul- 
tado um número real, ou seja, um escalar. Por isso, tal produto também é conhecido pelo 
nome de produto escalar. 


>, 


e O produto interno dos vetores à e b também costuma ser denotado por (a, b). 


3.2.1 Projeções ortogonais 


Dados dois vetores ã e à + 0, consideremos a reta suporte r de um representante de à 
t, Chamamos projeção ortogonal de 3 na direção de if ao vetor representado pelo segmento 
orientado 4'B' onde AB é um representante de ãe os pontos 4'e B' são os pontos de interseção 
de retas perpendiculares a r que passam por A e B, respectivamente (Figura 3.3). Neste caso, 
denotamos A'B' por projja. 

Observe que nessa definição interessa apenas a direção do vetor ii. Conseqiientemente, 


projga = projça se VAO for um vetor paralelo a if. 
T ABI — 
2 


SR unitário, « = (5 0) e0O<a< gs. Na Figura 3.3 temos =" FEET cosa —> 
IA'B'| = AB cosa. Portanto, projja = (I|lallcos a) = (|lallllujl cosa) ii, e daí 


projja = (à - Ji. 





Dois vetores quaisquer à e ii possuem representantes que são segmentos orientados coplanares 
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De maneira análoga podemos obter esse mesmo resultado se tivermos 5 <a<m” Daí, 
podemos deduzir que |à'- | = |jalllli|||cosa| = Ilproj;ãl|. Geometricamente, isso significa que o 
módulo do produto interno de um vetor à por um vetor unitário WU corresponde ao comprimento 
da projeção de à sobre dj. 

Se V for um vetor não nulo então Uy = il é unitário e, usando o que foi visto anteriormente, 


temos proj;ã = proj;ã = (3: Mu = (5. 1) É. ou seja, 








projça EV 
Jd = 5 V. 
Cup 
B 
1 
E 
[0 1 
Y 
E 
Abs TO 
— zf ! ' 
t u 5 Fr 
AR a 
proj à 
u 
Figura 3.3: Projeção de à na direção de U Figura 3.4: Projeção de à + b na direção de à 


Destaquemos a seguinte propriedade das projeções ortogonais: 


> 


projs(3+ D) = projçã + projgb. 





-5 — — 
Essa propriedade é uma consegiiência imediata da igualdade A/C! = A'B' + B'C' na Figura 3.4. 


3.2.2 Propriedades do produto interno 


Para quaisquer vetores à, b, € e qualquer escalar x são válidas as propriedades mostradas a 
seguir, com suas respectivas demonstrações. 


[11] 5. b = b- à (comutatividade) 
3-5= Ialllbllcos (a. 5) = lBlllallcos(B,5) = 6-3 
[12] (x) -b=x(3-b) = à: (xb) 
Se x > 0,0 ângulo entre à e b é o mesmo ângulo que xãe b (Figura 3.5). Logo, 
(x3) - b = ||xallllbilcos (xa, b) = = Ixillatllbllcos (2, b)=x(3:b). 


O O 


Se x < 0 então (xã,b) = (3 b) (Figura 3.6). Logo, (xa) - b = I|xallllbll cos (xã, b) = 


TN — 
belllalBlicos (x E (3.5) = ad! (- cos ( a.5)) - 20), 
(45) 


> 


Além disso, 3: (xb) = i=xb a)=x(3-b 


Na 
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b — 
b 
s XA 
a 
xa: a 
Figura 3.5: Ângulo entre xã e bcomx>0 Figura 3.6: Ângulo entre xã e bcomx<0 
[13] (3+b).C= .c+b-c (distributividade com relação à soma de vetores) 


[14] 


[15] 


[16] 


Se & — 0 a igualdade é imediata pois reduz-se a O = 0 + 0. 





Suponhamos & £ 0. Então temos proja(ã+b) = projzã-+proj-b e daí obtemos 





TE aa faro que multiplicando por |[C|)? fornece: ((a+ b). Jc = (a. Jc+ (b- e ou 
seja, ((a+b).C-3-C-b.C)c= 0. Como E 0, temos (3+b).C-3.E 

que é equivalente a (1+b).C=a-C+b-d 

Usando a comutatividade do produto interno, temos também que 
a-(b+t)=(b+0)-à=b.d+C-.d=3-b+ 3-€ Logo, 


abro) dbaT-l 


Dois vetores não nulos ã e b são ortogonais se, e somente se, à: b=0 
TT. 
Se à e b forem ortogonais, então (3,b) = 5 e daí à: b= Iallllbllcos5 = Ilallllb|)- O = 0. 


Reciprocamente, se à: b — 0, então llallllbllcos(ã,b) = 0. Como ||all Z 0 e Ilb|l £ 0, 
devemos ter cos (ã,b) — 0. Logo, (4,b) GaciStO e, are b são ortogonais. 


Z 


Convencionamos que o vetor nulo é ortogonal a qualquer outro vetor. Com isso esta 
propriedade pode ser estendida com o seguinte enunciado: “Dois vetores são ortogonais 
se e somente se seu produto interno é nulo.” 


—— 


lallf=3-3 (ou lal=v3-à) 

É claro que 0-0 = |J0|?. Se 3 0, então, como (à, à) = O temos 3- à = |Jallllal| cos 0, ou 
seja, à. à = ljal|>. 

ja - b| < |Jallllbl) 


Esta desigualdade é conhecida com o nome de Desigualdade de Schwarz! . Basta usar a 
definição de produto interno e que o módulo do cosseno de um ângulo é menor do que ou 


igual a 1: |ã- | = |lallJlbll| cos (a, b)] < |latjllbIl. 





iHermann Schwarz (1843 — 1921), matemático alemão 
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3.2.3 Produto interno em coordenadas 


Consideremos os vetores 3 — ari + ão É ask eb= byi + boj + bak. Vamos determinar uma 
maneira simples de calcular à'- b usando apenas as coodenadas de à e de b. 

Usando as propriedades [11], [12], [13]º e os resultados obtidos no exemplo 3.1 podemos 
obter uma fórmula muito útil para o cálculo de produto interno: 
3-D = (ani+ aj ask)-(byi+ boj4 bak) = ani (bri+ boj+ ba k) + ao): (bri+ boj+ bak) + ask-(byi+ 
boj + bak) =— abi(1:)+abo(1:)+ aba(1-k) + aobi(y:D)+a>b5(4 9) + aobs(4-k) + asbi(k- 1) + 
asbo(k-)+ asba(k-k) — anby-1+a,bo-0-+a,ba:0a2b;-O-+a>bo-1-+a>bs-093b,-O-+a3b>-0+a3b3-1. 
Portanto, 

g- b = a1b; + ao bo + asba. 


Exemplo 3.2 Sejam ã=2i+3)+4keb=-5i-2;+2k. Então o produto interno entre à e 
b pode ser rapidamente efetuado da seguinte maneira: 


a-b=2.(-5)+3-(-2)+4:2=-10-6+8=-8, 


Exemplo 3.3 Dados i=8i-2j+2kev=31+13j+k. Para verificar se esses vetores são 
ortogonais, basta verificar se o produto interno deles é nulo. Como i:v = 8:3+(—-2)-13+4+2.1 = 
24-26 +2 = 0 temos que if e V são ortogonais. 


Exemplo 3.4 Dados dois vetores à = E doi Sak eb= bri bj ba k, podemos determinar 
o ângulo entre eles usando a definição 


——. a-b 


cos 3,b — — 
(a, d) [111] b!| 


e as fórmulas 3: b aby + aobo + asbs, all = vaj+az+ a 





— e — 
Por exemplo, sejam ã=5i-j+keb=2+3/+3k. Temos: à-b=1 
lall=v25+1+1=v27ellb|l=v44+9+9= 22. Portanto, sea = (à, 


10 10 
V27N/22; 594 


ou Seja, à = arCCOS To. Em geral, deve-se deixar esse tipo de resposta da maneira como 
está, usando a função arco-cosseno. A título de curiosidade informamos que usando uma 
calculadora ou um computador, pode-se obter uma boa aproximação para ângulos desse tipo. 
Neste exemplo, temos a = 65º46'34”, 











cosa — 





3.2.4 Bases ortogonais e ortonormais 


Uma base (à, b, €) do espaço tridimensional é chamada base ortogonal quando seus vetores 
forem dois a dois ortogonais, ou seja, quando 3-.b = 3-.C= b-C= 0. Se além de ortogonais 
os vetores forem unitários então a base chama-se base ortonormal. 











$Graças a essas propriedades, muitas vezes podemos operar com produtos internos de vetores como se estivéssemos 
operando com produtos de números reais. 
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Ê ij=ik=;k=0 


=! 








Exemplo 3.5 4 base canônica do Rê, ( j. kh, é uma base ortonormal pois ij 


e |lill = [bl = I|k] = 1. 








Exemplo 3.6 4 base 6; dele DpoRbe Dipo css É 2kY é ortogonal 
porque ã-b=- a.é=b.é=o0, mas não é ortonormal porque |ãll = VI+4+4 = 3, 
llbll=v44+4+1=3ellél=v4+1+4=3. A partir de 61, podemos construir facilmente 
uma outra base que seja ortonormal: basta dividir cada vetor de B, pela sua norma. Obtemos 
assim a seguinte base ortonormal: 


ge la br. Ses (5 2. 27 20, 20 dy Seed). 
al ppa Sa ss ae aitalrs 


A vantagem em se ter uma base ortogonal ou ortonormal é a facilidade com que escrevemos 
um vetor dado como combinação linear dos vetores da base. 

Seja fã, b, €) uma base ortogonal, v um vetor do R3 e x,y,z E Rtais que V= xi+yb+zc. 
Fazendo o produto interno de v com à, depois com b e com E, obtemos: 














ç pa 
V.7=%0:5 ud a ce acaso FO ap 
pa RDD O PS SEN ir ec taDo NE 3 vb 
vb=xa-b+ryb-b4rzé-b=0+yI|b!| Cds TA 
> o o = ru, E: 52 Vic 
Vv.C=xa-c+yb-crzec.cC=0+0+ Z|dl e el 


> 


Em particular, se fã, b, Cj for ortonormal, entãox = V.dy=V-bz=V-d. 


Exemplo 3.7 Vamos calcular as coordenadas do vetor v = 4i— 3; + 2k na base fã, b, €) onde 
a=5i-S+Sk b=Si+&j+sk C=-Si+aj+Sk. Note que essa base é ortonormal (veja 
exemplo 3.6). Daí, sev = xa +yb+zC, entãox = V.d=4. (D-3-D+2-(9) = E, 
y=vV-b=4-()-3H9)+2-(5) ia Z= Vc=4.(-S)-3(D)+2-($)=—L. Portanto, 
as coordenadas de V na base dada são É, 2 e —s. 








3.3 Produto vetorial 


Definiremos agora outro tipo de produto com vetores: o produto vetorial. A motivação para 
sua definição também vem da Física. Nas definições do momento de uma força, velocidade 
angular e de campo magnético ocorrem vetores que são ortogonais a dois outros vetores. 

Antes de dar uma definição formal vamos fazer alguns cálculos que justifiquem nossa de- 
finição. Dados dois vetores 3 = ai + E akeb=hbyi+ boj + bsk, queremos determinar 
um vetor V = xi + Ra zk que seja simultaneamente ortogonal a de a b. Então devemos ter 

.i=0ev-b=0, ou seja, 


| 
fam) 


ax + ay + az 
bix+by+byz = 0 
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que é equivalente a 
aAxXx+ ay = —aZz 
bjx + boy = — bz 
de onde podemos obter os valores de x e y em função de z: 
aobz — ash» a3b; — abs 


aibo — id As abo — rd 

Para cada valor de z € R obtemos uma solução para o sistema. Em particular, podemos escolher 
z = ab, — a»b; (para “eliminar” o denominador das frações) e daí temos a seguinte solução 
para O sistema: 


x = ab; — asb> 
y = a3b; — ads 
Zz => ab — ab; 
Obtivemos dessa forma o vetor (aobs — asbo)i + (ash; — arbs)j + (arbo — aobi)k qu 


é 
a 


DO 


V = 
simultaneamente ortogonal a 4 e b. Chamamos o vetor V assim obtido de produto vetorial d 
por b e denotamos! por V = à x b. 
Note que nessa definição V for escrito usando determinantes: 


a do 
bb 


Entretanto, é mais conveniente memorizar a definição de produto vetorial como sendo o seguinte 
determinante: 


a 


J+ k 




















A E 
axb=| a a as 
by bo bs 


Nem todas as propriedades de determinantes são válidas neste caso. Por exemplo, não faz 
sentido somar a primeira linha com a segunda! porque uma linha é formada por vetores e a 
outra por escalares. 


Exemplo 3.8 Calcular o produto vetorial dos vetores 3 = 5i + 4) + 3 eb=i+k. Temos 


u 
OQ = 


= 4; — Dj = 4k. Observe que V é ortogonal a à e a b porque 


ãav=-5.444(-9)+3:(-49)=0eb.v=1:440-(-2)+1-(-4)-0. 


o Je k 
Exemplo 3.9 Vamos calcular ix j, jxk ek xi. Usando a definição, temos: ixj= | 1 0 0 |= 
O a RR O 
oco Je AR 
kjxk=|0 1 0l=ikxi=|0 0 1|=j. 
001 100 





O produto vetorial também costuma ser denotado por v = &A b 
Esse determinante 3 x 3 é apenas um determinante simbólico, é um artifício útil para lembrar da definição de produto 
vetorial. 
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E útil memorizar esses resultados para usá-los posteriormente. A Figura 3.7 ajuda nessa 
memorização. 





axb 
b 
m = 
J k 
I 
bxa Y 
Figura 3.7: 1Xj = k,jxk =, Figura 3.8: Regra da mão di- E . 
kxi=j reita Figura 3.9: 3x b=-bx a 


Do cálculo de um produto vetorial sempre resulta um vetor ortogonal a cada um dos fatores 
envolvidos. Além disso, se à, be à x b não forem nulos, o sentido do produto vetorial pode 
ser determinado pela seguinte regra: se à x b apontar para o observador e à for girado para 
ocupar a posição de b, então o sentido de rotação deverá ser anti-horário. Esse fato costuma 
ser ilustrado com o nome de Regra da Mão Direita: colocando-se três dedos da mão direita 
como na Figura 3.8, se o dedo indicador representar o vetor 3 e o dedo médio representar b, 
então o polegar aponta para à x b. 


3.3.1 Propriedades do produto vetorial 


Para quaisquer vetores à, b, € e qualquer escalar x são válidas as propriedades mostradas a 
seguir (com suas respectivas demonstrações): 


ao as | = O, porque neste caso temos um 
ad, do d3 


De acordo com a definição 3 x à 


| 
q 
E 


determinante com duas linhas iguais. 
Em particularixi=jxj=kxk=0. 
[V2] àx b=-bx à (Figura 3.9) 
Quando trocamos duas linhas de um determinante, seu sinal também fica trocado. Devido 


LJ k Posf ck 
aisso:axb=|a a al=-|b bb |=-bx a. 
bi bo b di do àa3 
Usando essa propriedade e o que foi obtido no exemplo 3.9 temos j x i=-k,k xj= =) 


eixk=-j. 
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[V3] àx(b+)=ixbraxée 
Como b+ E = (bi + cii + (bo + G)j + (ba + c3)k, temos: 


Ed nd > a > > a 


Ê E k Dj k PJ k 
ax (b+C) — a1 ao as =| a a alt|la ao as |= axb+axc. 
by + q bo + OG ba + C3 by bo ba CG O 0 


[V4] (x) xb=x(ãxb) = à x (xb) 


a > > Ed nd > a 


PR j E k LJ k 
xixb=x|a a as |(x)xb= xa xao xas |I=x| a à as 
bi bb ba bi bb bs bi bo bs 

E MO ak Pop k 

x (xb) =| ap ds cd VEX|ár do vás 

xbi xbo xba b; bo ba 


Nos três casos obtivemos a mesma expressão nos segundos membros das igualdades. 


[vs] lã x bIJP = IlalPIIB|P — (5-5)? 
Esta igualdade é conhecida pelo nome [Identidade de Lagrange.** Como à x b= (ao by — 
asb>)i + (asby — aybs)) + (arb> — a»b1 )k temos ||ãx b||? = (abs — asb>)2 + (asbi — aba 2 + 
(ab — aob1)?. 
Por outro lado, ||ãl/2||bl|? = (a2 +22 + 33)(b2 + b2 + b3) e (4-b)? = (anb; + ab, + asbs)?. 


Desenvolvendo os quadrados indicados obtemos a identidade desejada. 


[V6] |lã x b|| = |lálllblsena, onde a = (à, b) 
Usando a Identidade de Lagrange e a definição de produto interno, temos: 


ax bj? = af IbIP — (3: b)? = lat Ilb|P — (lalllbilcos a)? = ||31/7]]b||*(1 — cos? 0) = 
[|ã1/2/b|? sen? a. Como 0 < a < 7, temos sena > 0 e daí, ||ã x b|| = |lállllbl|sen a. 


[VT] 3x b= 0 se e somente se 3 e b forem paralelos. 


Convencionamos que O é paralelo a qualquer vetor. Logo, se à = O ou b = O então essa 
propriedade é óbvia e não há o que mostrar. 


—— 


Suponhamos à 0e bz 0. Então: ãe b são paralelos <> a = (4,b) = 0 ou 7 radianos 


nd 


«es sena=0+€> |ãxb|=|allbjsena=0<> àxb=0. 


O produto vetorial não possui a propriedade associativa, ou seja, (3 x b) 


c em geral não é 
iguala 3x (bx E). Por exemplo, (ix i)xj-0xj-0eix(ix)=ixk= 


x 
= 


3.3.2 Interpretação geométrica do módulo do produto vetorial 


—— 


Consideremos o paralegramo ABCD da Figura 3.10. Sejam 3 = AB, b— AD ea- (ab). 
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D E 








A B 


a 


Figura 3.10: Área do paralelogramo ABCD 


A área de um paralelogramo é dada pelo produto da medida da base pela altura, ou seja, é 
igual a Il) - h = |jalllb|| sena = [lã x bl. 

Mostramos assim que o módulo do produto vetorial de à por b é numericamente igual à área 
do paralelogramo determinado por eles. 


Exemplo 3.10 Calcular a área do paralelogramo de vértices A = (1,-2,1), B= (2,-1,4), 
C=(0:-9;0/6D= (21,=5:8), Como Abe BASS cede A SO); 


e 


Lo Jo k 
temos AB x AD = 1 1 3/=5 —-8/+k. Portanto a área de ABCD é dada por 
==] 2 





AB x ADI = 35 +64 FI = 3/10. 


3.4 Produto misto 


Nesta seção definimos mais um produto de vetores. Assim como o produto interno, o 
resultado obtido nesse produto também é um escalar. 

Dados os vetores à= aitajtask, b=bi+bj+bskeE=Gi+c)+ ck chamamos 
produto misto de à, be E (considerados nessa ordem) ao número reali? 3 x b- é Denotamos 
o produto misto de à, be c por [ã, b, d. 

ij k 

Considerando a definição de produto vetorial, temos àx b=|a a a |= (aobz — 

b; ba ba 
asbo)i + (asby — arba)j + (arbo — aoby)k. Fazendo o produto interno com € obtemos: 


ax b:C=— a1boC3 + aob3C1 + asbi Co» == arba 6» == aoby C3 == asboc1. 





“Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813), matemático italiano 
tiNão há necessidade do uso de parênteses nessa definição: como & x (b- €) não faz sentido, a única possibilidade é 
considerar (a x b) - E, 
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di do à 
Como b; ba ba =— a1boC3 + aob3C1 + asbi Co Fe a1ba 65 == aoby C3 asboC1, obtemos 
GQ O Cl 
di do ds 
Ebels b; ba ba 
CG O CG 


Exemplo 3.11 Calcular o produto misto dos vetores à = 2:+3j+5k, b= -i+3+3ke 
C=4-3/+2k. 


2 3 5 
abad=|-1 3 3/|=27 
da <a O 


3.4.1 Interpretação geométrica 


Consideremos o paralelepípedo ABCDEFGH definido pelos vetores 3 = 26, b = AD e 
C-— AÉ (Figura 3.11). O volume V desse paralelepípedo é o produto da área da base (que é 
igual a || x b||) pela altura h. 

















4 a B 


Figura 3.11: Volume do paralelepípedo ABCDEFGH 


Sendo a — (b,€), temos h = Ildllcosa| e daí V = lã x bllh = |ã x billéllcosal = 
|I(3 x 6) dll. 


3.4.2 Propriedades do produto misto 
Sejam à, b, E, d vetores quaiquer e x, yeR. Então são válidas as seguintes propriedades: 


[M1] O produto misto troca se sinal se trocarmos a ordem de dois dos vetores 


Esta propriedade é uma consegiiência da propriedade de determinantes que diz que “ao 
trocarmos duas linhas, o determinante muda de sinal”. 
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[M2] O produto misto é nulo se pelo menos dois vetores forem iguais. 
Um determinante que tenha duas linhas iguais é nulo. Portanto, [3,39] = 0, [3,3 b|= 
[3,b,b] = 0, etc. 


0, 


[M3] [ã,b, &] = 0 se e somente se à, be E forem LD; 
Se os vetores forem LD, então um deles é combinação linear dos outros. Suponhamos 
à = xb+yc. Então [3,b,c] = [xb + yc,b, Cc] = O porque temos um determinante cuja 
primeira linha é uma combinação linear da segunda e da terceira linhas. 


Se os vetores forem LI, então eles não são coplanares e daí o volume do paralelepípedo 
definido por eles é diferente de O e, neste caso, [3, b, €] 0. 


> 


[M4] O produto misto independe da ordem circular dos vetores, isto é [3,b,c] = [b,G à] = 
Go: 


Usando a propriedade [M1], temos: [3,b, = -[ba d=[b cal=-[5,€,b] 


—. 


[€, à, b] 


[IM5] ã-bx c= axb-ê, ou seja, podemos permutar as operações “” e “x” sem alterar o 
produto misto. 


Basta observar que ãà-bx c=bxc-ã=[b cal= [ab dq! 


[M6] [xã+ yb, E, dj = x[ã, €, 


Também é conseqiiência imediata de propriedades de determinantes. Por exemplo, [xa + 


xa +yb; xa +yb> xas+ ybs a à as bi b bs 
yb, CG: dj = 61 (64) Ca =x/GQ O Gl+tylG O Gl|= 
dh d> ds d do d d d d 


x[ã, €, dj + ylb, €, d. 


Observações: 


Sejam à, be € vetores. Então: 
e à-b= 0 see somente se à e b forem ortogonais; 
e àx b= O see somente se 3 e b forem paralelos; 


e [5,b,cC] = O se e somente se à, be € forem coplanares. 


3.5 Exercícios resolvidos 


R 11 Mostre que: 
a) |ã + bIÉ = Iall? + 23-b+ ||bljº 





“Foi usada na última igualdade a propriedade [M4] 
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b) (54 b)-(a— D) = IJatl? — IJbIP 


Solução: 
a)jã+b=(a+b)-(a+b)-ã-ãà+a-b+b.a+b-b= |ã]2423-b+ ||bI). 
Da mesma forma o obter também que ||ã— b||? = |al/? —- 23- b+ ||b|/?. 
b)(ta+b)(a=D)= da aeb = Do a b = la)? — ||b|)?. 





R 12 Sejamiiev vetores tais que .V = v|| = 33 e(i,v) = = 1/6. Calcule |júl e |ju+ v|]. 





Solução: Como i-v= l|julllv!|| cos (ii, v) v), temos 4 = |/il|- 3/3: cos(m/6) —> 4 = 517] =. 
[lil = 5. 

Usando R 1, temos: ||i+ v||2? = ||? +27-v+||v|2 = (8/92 +2-4+(3V3)? = 64/81+35 = 
2899/81 => || + v|| = 2899/81. 


R 13 Mostre que || + b|| < ||ã| + I|bI). 


Solução: Como |ã+ bl? = |ãl?+23-b+ lb? eca-b<l|ã-b< alllbl temos: 
a+ bIP < ja? + 2|jailI16] + IIbIJ2 = (1151) + 11DI])?. 3+ bll < |lall + I|bI) 

Esse resultado é conhecido como Desigualdade Teiandulor e pode ser interpretado geo- 
metricamente da seguinte maneira: o comprimento do lado de um triângulo (o ||ã + bI|) não 
ultrapassa a soma dos comprimentos dos outros dois lados (I||ã|l + ||b||). 





R 14 Seja (ã,b, €) uma base ortonormal. Calcule |ã + b + cl. 


Solução: Para evitar raiz quadrada, é mais conveniente iniciar com o quadrado da norma. 

lãa+b+c?-(da+b+)(drbr0)-G ara bra crbarbbrbcrcarebr eco 

al? + Ib|P+Ic|2+2(a-b4+ 3.6+b.0) =141+14+2(0+0+0) = || = 3. 
Geometricamente, calculamos a diagonal de um cubo de aresta 1. 





R 15 Mostre que se os vetores não nulos à, b e € forem dois a dois ortogonais, então eles são LI. 


Solução: Sejam x, YZ E R tais que xi+ yb+ zé = 0. Fazendo o produto interno com à, 
obtemos: à-(ai+yb+z0)-xã-ãd+yã-b+zã-C-3-0-0. Logo, xlã?-0->x-0. 

Analogamente, fazendo o produto interno com b e com E obtemos y=0ez=o0, respecti- 
vamente. 


R 16 Considere os vetores i=3i-Tj+tkev=-i+3k. 

a) Mostre que ii e V são ortogonais e determine um vetor w de modo que (ii, V, w) seja 
uma base ortogonal do Rº. 

b) Dê exemplo de uma base ortonormal (à, b, E tais que à, b e E sejam paralelos a ii, v e 
W, respectivamente. 


Solução: a)ii.v=-3+0+3=0,logo, ie v são ortogonais. Para encontrar W que seja 
simultaneamente ortogonal a ii e a V, uma boa opção é considerar w = WU x V. 
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52 
Pk 
We | Sd er dil=o-2u- p= Tk: 
= QoS 
b) Como ii, Ve wW são ortogonais, basta considerar os vetores unitários à = TE b= TT e 
p= FR SU AR 21 AMRS RES ST a Pa 
c= ql Obtemos assim, à vs! vs! + Vs kb vio! + vão k, E V590! 590) eso K- 
E 
e 
a+b a 
ú b 
R 
A B 
A ã B R o R 


Figura 3.12: Teorema de Pitágoras Figura 3.13: Triângulo inscrito em semicírculo 


R 17 Considere o triângulo retângulo ABC da Figura 3.12. Demonstre o Teorema de Pitágoras: 
[lã + bIJ2 = IJajjê + IbIIP. 

Solução: Como ã-b=0, temos que ||ã+ b|? = Ilall4+23-b+ Ib|? = |lal? + I|b|. 

R 18 Mostre que todo triângulo inscrito em um semicírculo é um triângulo retângulo. 


Solução: Consideremos um triângulo ABC inscrito em um semicírculo de raio R e centro O 
(Figura 3.13). Queremos mostrar que os vetores CA e CB são ortogonais. | Para isso, basta 
calcular seu produto interno. Comp CA = + OA CÊ = CÓ + 0B eOA = “OB, temos 
CÀÁ-CB=(CÓ+OÁ)-(CÓ-OÁ)=|ICÓ|P- |IOÁ|p= R2- R2=0. 














(9) 





Figura 3.15: Cosseno e seno de B— a 


Figura 3.14: Lei dos senos 
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R 19 Consideremos um triângulo ABC com lados definidos pelos vetores à = AB, b = BÉ, 
c=CÃe ângulos internos a = ACB, pe BAC e Y= ABC (Figura 3.14). 

a) Mostre que ãaxb=bxE=Ex a 

c) Demonstre a Lei dos Senos: 


sena | senB | seny 


lat bjo al 





Solução: 

a)3+bB+2=AB+BÊ+CÃ-AÃ-D. 

Fazendo o produto vetorial de veca + b+ & com à obtemos (à+b+ CO) x ãd= àx0 => 
bxãar+cCxa=0=>Cxa=-bxi=> Exa=axb 

Analogamente, fazendo o produto vetorial com b obtemos àx b+ Ex b = 0, ou seja, 
axb=bxc 

c) Usando a propriedade [V6] do produto vetorial para calcular as normas de 3x bedecxa 


temos |1]b]|sen(m —) = [letal sen( = Iicl|sen 8 — 28 — se, 


Analogamente, debx E = Ex à, obtemos |bllllcllsen(x — a) = |lclllallsen(m — 6), ou seja, 


> Ea sena — senB 
lbllsena = |lallsen 8 — 2 — Tai 


Pode-se também obter que |ã x bl = ||b x €|| = || x 31] calculando-se a área do triângulo 
ABC. 




















R 20 Na Figura 3.15 temos uma circunferência de centro na origem O = (0,0) eraio l e os 
pontos A, Be U= (1,0) nessa circunferência de tal forma que as medidas dos ângulos VOA e 
VOB sejam a e B respectivamente. Determine expressões para à = OA e b= OB eo cosseno 
do ângulo entre à e b. 


Solução: Deã=cosai+sen aj e b = cos Bi+sen Bj, obtemos à-b = cosa cos B-+sen a sen B. 
Por outro lado, como à e b são unitários e a medida do ângulo entre eles é B— a, temos 
à-b= |lallllb||cos(8 — a)|| = cos(a — B). Portanto, cos(a — 6) = cosa cos B + sena sen 8. 


R 21 Com os mesmos vetores à e b do exercício R 10 com a restrição O < a < f< T/2, 
calcule o produto vetorial à x b e obtenha uma fórmula para sen(B — a). 





i jo ck 
Solução: àxb=| cosa sena O |=(senfcosa-senacosB)k. Como0<a<B<ãqT/2, 
cosB senb O 
temos tga < tgB —> Ses < “E — sen cosa-senacosB > 0 —» ||ãx b|| = sen cosa — 
sena cos B. 
Por outro lado, ||a x b|| = Ilallllbilsen(8 — a) = sen(B — a). Portanto, sen(B — a) = 


sen B cosa — sena cos 5. 


R 22 Mostre que [d+ b b+ à+ | = 2[5,b, d. 
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Solução: Usando as propriedades [M2], [M4] e [M6], temos [a+b, b+ card = [5 b+c, à+ 
d+[b,b+c a+d = [5,b a+d+la,card+ [b,b,a+cd+[b,ca+d =[a,b,al+[a,b, d+ 
= E, 


0 0 
aRearpedspbearibcaspoaspba=2ada. 
0 0 0 


R 23 Na molécula de metano (CH,), o átomo de carbono ocupa o centro de um tetraedro 
regular em cujos vértices estão os átomos de carbono (Figura 3.16). Os livros de Química 
mencionam, sem maiores explicações, que o ângulo entre duas valências do carbono é de 
109º28'16”. Na Figura 3.17 temos o tetraedro BDEG incrito no cubo ABCDEFGH de aresta 
Zone A=-[200),E=220),0-10020,D0=(0000) E-Qh2,F=- RL, 
G=04 21. 5=(0,02. 

a) Mostre que BDEG é um tetraedro regular; 

b) Mostre que P = (1,1,1) é o centro do tetraedro regular BDEG; 

c) Calcule o ângulo entre os vetores PE e PG, que é mencionado nos livros de Química. 


AZ 
H G 





Ve 








x 
Figura 3.16: Molécula de metano Figura 3.17: Tetraedro inscrito em um cubo 


Solução: a) Cada aresta do tetraedro corresponde a uma diagonal de uma face do cubo. 
Logo, elas têm o mesmo comprimento e, conseguentemente, o tetraedro é regular. 

b) Para mostrar que P é o centro do tetraedro, devemos mostrar que ele é egliidistante dos 
vértices, ou seja, que |IPB|| = IIPDI = IIPÉIl = |PGl. Como PB = B-P=(1,1,-1), 
temos ||BP|| = v'3. Analogamente obtemos IPDI = PÉI — PÉ = 3. 

c) Da definição de produto interno, obtemos 


= PÉ-PÉ 
cs IPENIPEI 


Como PÊ . P6 =(Lo-LIj(-Lllj==1l=1+41==1, obtemos: 


cos (PÉ, PÓ) = NENE = -s 


Portanto o ângulo procurado é arccos(— 5) = 109º28'16”. 
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> 


R 24 As expressões àx (bx &) e (à x b) x E são conhecidas como produtos vetoriais triplos. 
Mostre que 


Solução: Calculemos inicialmente as coordenadas dos vetores à x (bx 0) e(a-Ob- (à: be 
na base ortonormal E: EE k). Para isso, basta calcularmos os produtos internos desses vetores 


com os vetores da base (seção 3.2.4). 
1 Ô Ô 


raxtbxo = Tbxds a ao as = as(biG — boc1) — 
Does — bato ba —biês bio — Dre 
as(b3c1 = biC3) = aobi Co — ao bo Cy — a3b3Gy + az bj Cs. 
Por outro lado, i-((a-C)b— (3. b)C) = (ac + ac, + asc3)by — (ab; + aobo + asba)a = 
aobico — aobocy — azbacy + azbiycs. 
Analogamente, j ax (bx 0) = [j, a, bx =j((a:)b-(a-b)o) ek-ax(bx 0) = [k, à, bx d = 
kl(a-)b= (a bjo). 


Como os vetores àx (bx C) e(a:cC)b— (à-b)C têm as mesmas coordenadas na base canônica 
f1,J, kk concluímos que eles são iguais. 
A segunda igualdade pode ser demonstrada a partir da primeira: (ax b)x C = —Ex (ax b) = 


=[(c-bja = (Csbj= cb = €:b7 
R 25 Mostre a Identidade de Jacobi ' 
(ixD)xw+r(wxm)xv+(vxw)x =. 
Solução: | Usando três vezes a fórmula provada no exercício R 14 temos: (ix v) 


xXx w = 
(rw)v-(w- Di (lwxn)xv=(WwW DL Dw (Vxw)xi=(vDw-(T w)v. 
Somando as três equações anteriores obtemos o resultado desejado. 


3.6 Apoio computacional 


Além das operações de adição, subtração e produto por escalar, o Maxima tem também um 
produto interno implementado que é simbolizado por um ponto. 


Mob) me [dg Ts ds 
%o01) [2,-7,1] 


( 
( 
Coy qr ES 0, A; 
(%o02) [3,0,5] 

( 

( 


Wi0O3) u.v; 
%o03) 11 


Karl Gustav Jacobi (1804 — 1851), matemático alemão 
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Vemos desse modo que o produto interno dos vetores 7 = 2; — Zj; + kev=3/+5k é igual a 
prv=dl. 


Exemplo 3.12 Determinar o valor de m para que os vetores ii = ni rj kev=mi+ mj + 2k 
sejam ortogonais. 


(%04) u:[m,1,-1]; v:[m,m,2]; 
(%04) [m,1,-1] 


(%05) [m,m,2] 


(%iD6) solvelu.v=0, m); 
(%006) [m=1, m=-2] 


Concluímos que o valor de m procurado ém = 1 oum=-—2. 


A norma, o produto vetorial e o produto misto não são pré-definidos no Maxima. No entanto, 
suas definições são muito simples: 


(YiOT) NC(v):= sgrt(v.v); 
(%o0T) N(v):=vv.v 


(%i08) vetorial(u, v):= [u[l2] v[3]-u[3] v[2l, 
E else) vis], “lt siz)ol] vidlls 
(%o0s) vetorial(u, v) := [usv3 — U3Vo, U3Vj — UiV3, UiVo — U5Mi] 


(%i09) misto(u, v, w) := u.vetorial(v, w); 
(%o09) misto(u,v, w) := u.vetorial(v, w) 


Exemplo 3.13 Dados os vetore 2; — 9; + 11X, calcule 


oil vil wi), dv, w, vw, 


— QN 


COMO) ds [d, 0,4]; 4% [3 4,6]; m [2,2 di; 
(%ol0) [1,0,-—7] 


(%o11) [3,4,5] 
(mois) [2,=2,11] 


(%il3) u.v; u.w; V.w; 
(%o13) —32 


(%ol4) —75 
(%o15) 53 
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(%il6) Nu); N(v); NCw); 

(%ol6) 5v2 

(%ol7) 52 

(%ol8) 129 


(%il9) mistolu, v, w); 
(Wo19) 152 


Nas linhas de comando anteriores, obtivemos o seguinte: .V = —-32,UwW=—T5, VW = 53, 


lujl=5v2, lvl = 5v2, ||w|) = 129 e [u,v, w]= 152. 


(%i20) vetorial(u, vetorial(v, w)); 
(%020) [-161, 364, —23] 





(%i2l) vetorial(vetorial(u, v), w); 
(%o21) [-278, 300, —4] 





Observe que iix (Vx w) (ix v) x w. 


— 


Exemplo 3.14 Mostre que (ix b) x (Cx d 
bced. 


= [a,b, djé— [ã,b, dd, para quaisquer vetores à, 


Na 


Iniciamos com quatro vetores genéricos à = aa + au ask, b = ba + Du É bok, a 
Gitojtck e d=di+dj+ dk. 


(i22) as[ax,ay,az]; bi bx, by, bz]; cs [ex,ev,ez]; d: [dx dy,dal; 
(%022) [ax, ay, az] 

(%023) [bx, by, bz] 

(%i24) [cx,cy, cz] 

(%025) [dx, dy, dz] 


Calculamos duas expressões expn = (àx b)x (Cx d) e exp»n=[ã bdc-lã,b ad 
e verificamos que elas são iguais, ou Seja, que expr, — expr, = 0. Isso demonstra a fórmula 
desejada. 


(%i24) expri: vetorial(vetorial(a, b), vetorial(c, d)); 

(%o24) [(azbx— axbz)(cxdy— cydx)— (axby — aybx)(czdx— cxdz), (axby — aybx)(cydz— 
czdy)— (aybz — azby)(cxdy — cydx), (aybz — azby)(czdx — cxdz) — (azbx — axbz)(cydz — 
czdy)] 
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(%i25) expr2: misto(a, b, d)xc - misto(a,b,c)+d; 

(%025) [cx(ax(bydz— bzdy)+ ay(bzdx— bxdz)+ az(bxdy — bydx)) — (ax(bycz — bzcy) + 
ay(bzcx— bxcz)+az(bxcy— bycx))dx, cy(ax(bydz — bzdy)+ay(bzdx— bxdz)+az(bxdy — 
bydx))— (ax(bycz— bzcy)+ay(bzcx— bxcz)+az(bxcy — bycx))dy, cz(ax(bydz — bzdy) + 
ay(bzdx — bxdz) + az(bxdy — bydx)) — (ax(bycz — bzcy) + ay(bzcx — bxcz) + az(bxcy — 
bycx))dZ] 


(%i26) expand(expri-expr2); 
(%026) [0,0,0] 


3.7 Exercícios propostos 


A 20 Determine xe R de modo que os vetores i=xi+2j-k e V=3i+xj+ 10k sejam 
ortogonais. Resp.: x=2 


A 21 Calcule (3,b), onde à=2i+2j+k e b=3i+4j. Resp: arccos é 


A 22 Encontre a projeção ortogonal do vetor V = 2i+j-—ksobreovetor i=i+j. Resp: 


87 4.57 
31 al 
A 23 Determine um vetor de módulo igual a 5 que seja simultanemente ortogonal aos vetores 


rã 


i=i+2+ke v=2+j-K Resp: 8874, 87. w3 








+ b=2i-3j+ke&=4j;-3k. Mostre que àx (bx O) £ (dx Db) x E. 


A 25 Mostre que: 
a) 3.6 = HIja+ IP — Ijajf? — IIbIP) 
b)a-b=4(|a+bP-|a-b|) 
c) |3+ bh] + ||3— bIJP = 2(Jlaljé + |]bI]9) 


—— 


A 26 Sejam àe b vetores unitários tais que (à, b) = 7/6. Mostre que ||(ã-b)x (4+2b)|| = 1/2. 
A 27 Mostre que ã e b são vetores ortogonais se e somente se ||ã + b|| = ||ã— bl. 


A 28 a) Calcule a área (usando produto vetorial) e a medida do ângulo interno oposto ao maior 
lado do triângulo PQR onde P=(0,0,0), Q=(6,0,0)e R=(3,4,0) 

b) Represente o triângulo PQR em um sistema de eixos coordenados e calcule novamente 
a área usando a conhecida fórmula 


(base) - (altura) 
> 


Verifique se o resultado encontrado coincide com o que foi obtido no item (a). Resp.: área 
= 12, ângulo = arccos £ 





Areas = 
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A 29 Calcule a área do triângulo cujos vértices são os pontos A = (1,0,1), B=(3,2,-1) e 
C = (6,-1,5). Mostre que esse triângulo é retângulo. 


A 30 Mostre que se ii for ortogonala V— w e V for ortogonal a i — w, então w é ortogonal a 
U— v. 


A 31 Seja à, be & uma base ortonormal. Calcule ||ã— b— dll e (GE - sp) (DC): 


A32 Sejami=mitj-kev=-mi+tmj+2k 

a) Determine m de modo que ii seja ortogonal a V. 

b) Com o valor positivo de m obtido no item (a), determine w de modo que fi, V, W seja 
uma base ortogonal de Rº. 

c) Obtenha as coordenadas de 3 = [+ 7) + 2k na base (ii, v, W) do item (b). 


A 33 Determine x para que os pontos A= (1,1,1), B=(0,1,2), C=(2,1,0)e D= (x,2,3) 
sejam coplanares. 


A 34 Determine x de modo que o volume do paralelepípedo com arestas definidas pelo vetores 
a=-2+x, b=xi-j+k, C=1+k seja igual a 2 unidades de volume. 


A 35 Seja fã, b, &) uma base ortogonal tal que |||] = 2, ||b|l = 3 e ||c|| = 5. Calcule |[ã, b, cl. 
Resp.: 30 


A 36 Calcule o volume do tetraedro (pirâmide com 4 faces triangulares) cujos vértices são os 
pontos 4 = (1,2,1), B = (7,4, 3), C=(4,6,2)e D = (3,3,3), sabendo que o volume do 
tetraedro definido por à; b cedé 1/6 do volume do paralelepípedo definido pelos mesmos 
vetores. 


B 8 Sendo ã e b vetores quaisquer, mostre que (4 + b)x (4- b) = 2(b x à). Interprete 
geometricamente esse resultado. Resp.: A área do paralelogramo sobre as diagonais é o 
dobro da área sobre os lados. 


B 9 Calcule a área de um paralelogramo ABCD cujas diagonais são AÉ =2;-3ke BD = 
21 +5j — k. 


B 10 Demonstre que as diagonais de um losango são perpendiculares entre si. 


B 11 Determine a solução X do sistema 


Xx(2+3/-k) = 
X-(41-2j/4+k) 


| 
ND O 


B 12 Sejam à e b vetores tais que |ãll = 3, |bll = 5, (4,b) = 7/3. Determine o valor de m de 
modo que: 

a) + mb e à— mb sejam ortogonais 

b) + mb e à— mb sejam paralelos 
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B 13 Ache iortogonala v=4i-j+5keaw=i-2j+3k que satisfaça E -(I+jJ+K)=2. 


> 


B 14 Sejam à, be c vetores unitários tais que &+b+c = 0. Mostre que a-b+a-c+b-C = —3/2, 


B 15 Consideremos vetores à, be € com af 0. 
a) Se à-b = à- € podemos concluir que b= a 
b) Se àx b= à x € podemos concluir que b = 


> > 


B 16 Considerando um triângulo com lados definidos por 3, be €= à — b, mostre o resultado 
conhecido como Lei dos Cossenos: 


cj? = |laf? + 11b]? — 2]]al|l]b| cos (a, b) 
(Sugestão: E. c=(a-b)-(a-b)) 


B 17 Os cossenos diretores de um vetor V são os cossenos dos ângulos a, B e Y que V forma 
com os vetores 1, j e k, respectivamente. Seja V= xi + yj + zk. Mostre que: 
Z 
a) cosa = | COSB — E e CoSYy = 
A RO yo spoze APRE Ve Piz RE eye zê 


b) cos?a +cos?B+cos?y=1. 











C 8 Um vetor V de comprimento 5 tem dois de seus cossenos diretores dados por cosa = 1/3 


OR eco CARE ianeo 


ecosB=1/4, onde a = (V,i) e B = (V,j). Determine as coordenadas de v na base canônica 
do Rº. 


C9 Seja 8 o ângulo entre os vetores V; = ice ae Z2k ew= Jo yo) + oa Mostre que 
cos6 = cosas : cosas + cos Bj - cos B> + cosY : cosy 


onde cos as, COS Bi, COSY1, COS A», COS B>, COSY> SãO OS cossenos diretores de V e w, respec- 
tivamente. 


C 10 Sejam ij, Ve W vetores não nulos. Mostre que |[U,v, w]| < I|lillllv||||w|| e que vale a 
igualdade se e somente se os vetores são ortogonais dois a dois. 


> 
> 


C11 Mostrequeseaxb+bxc+r+cxa=0,entãoã becsãoLD. 
(Sugestão: Faça o produto interno com €.) 


C 12 Mostre que 


Zu av iw 
abaluvw=|b.úi b.v bw 
Cicv cw 


(Sugestão: det(A) det(B) = det(AB')) 
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C 13 Seja fã, b, c) uma base do Rº e y um vetor no espaço tridimensional. Mostre que 





(Sugestão: Sendo V = xa + yb+ zc, faça o produto vetorial por c. Depois, faça o produto 
interno por b para obter o valor de x. ) 


C 14 Mostre que 
(axb)-(ixD)+(bxo-(àxD+(êxa)-(bxd)=0. 
(Sugestão: Use a propriedade M5 e o exercício R 15) 


C 15 Se b for um vetor ortogonal a à, então existe um vetor € tal que b= à x E 


x 


ap e use o exercício R 14.) 





(Sugestão: Considere € = | 


C 16 Mostre que (àx b)x (Ex d)=[,b, dlc— [ã,b, cld. 
C 17 Considere a equação 3: X = b, onde à é um vetor não nulo e b E R são dados e X é um 
vetor a ser determinado. 

a) Mostre que se X e X são duas soluções dessa equação, então X = X + € onde € é um 
vetor ortogonal a à. Conclua a partir daí que existe um vetor Vtal que X = X + | XV. 

b) Mostre que X = TETE é uma solução particular da equação dada. 

c) Mostre que a solução geral da equação à- x = b é dada por 


bã 
llall 


> > 


+axv 





X= 
onde vV é um vetor arbitrário. 


C 18 Considere a equação 3x X = b, onde 3 é um vetor não nulo e b é um vetor ortogonal a 
a são dados e X é um vetor a ser determinado. 

a) Mostre que se X e X são duas soluções dessa equação, então X = X + € onde € é um 
vetor paralelo a à. Conclua a partir daí que x = X + ka onde k é um escalar. 

b) Mostre que X = TETE é uma solução particular da equação dada. 

(Sugestão: use R 14.) 


c) Mostre que a solução geral da equação à x X = b é dada por 
bx à 
= ka 
Ilal|? 


onde k é um escalar. 
d) Determine todas as soluções de (31-j +5k)xx=1i-2j- k. 
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C 19 Mostre que a solução X do sistema 
EE dE 
Ee Eh 
comã-b=0,3-C£0emeR é dada por 


5x3, (mlap+aba) 
+ (5 ola ): 


| 
ol 





x! 


Sugestão: Use a primeira equação e o exercício C 11 para obter X em função de à, be 
k E R. Depois, substitua na segunda equação para calcular o valor de k. 


C 20 Mostre que (dx b)-(bx O) x (E x 3) = lã: bx cl? para quaisquer vetores à, be 
(Sugestão: calcule v x (Cx 3) com v = bx Ce, depois, faça o produto interno por à x b Na 


> 


C 21 Osrecíprocos de à, b, C são os vetores à, b',C que satisfazem as propriedades: 











b =b.g=b.C=0.3=0.b=0 
Mostre que: 
a) Os recíprocos de à,b,C são à = ris a SE 
[à; D, €] [3; b, €] [3, b, €] 
- 1 
Duja bre]= FEA 
[à b, €] 


c) Se 4ã,b, E) for LI, então [à ns também é LI 


Ty 


c) Os recíprocos de 3, b', o NEN a 
d) Determine os recíprocos de Ee k. Resp.: 1 


d) Determine os fecinoea de 2; + +3 k, ' Dea 2) + 2k 


> 


Resp.: 2i+1k,—&i+j— Sk,—Li+j 








Capítulo 4 


Retas e Planos 


Neste capítulo, fazemos uma introdução à Geometria Analítica Espacial através do estudo 
dos objetos ponto, reta e plano. Esses objetos são considerados conceitos primitivos da Geo- 
metria e, por causa disso, não são definidos — são supostamente conhecidos a priori. 


4.1 Introdução 


Planos e retas são os objetos da Geometria Analítica que podem ser descritos através de 
equações de primeiro grau e, por isso, são denominados lineares. São os objetos mais simples 
da Geometria Analítica, mas podem ser usados para a construção de objetos mais complexos 
juntando-se vários ” pedaços” de retas ou planos, conforme mostrado nas figuras a seguir. 












Eapars 
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4.2 Equação do plano 


Um plano é o conjunto de todos os pontos do espaço que satisfazem a uma equação do 
primeiro grau nas variáveis x, y, Z da forma ax + by + cz + d = 0. Esse tipo de equação é 
denominada equação cartesiana. 

É possível descrever os pontos de um plano como sendo aqueles que satisfazem um conjunto 
de três equações x= x +tat+tas,y=YJ+-rbit+bs,z=z+at+ os. Essas equações 
são do primeiro grau nas variáveis t e s e são denominadas equações paramétricas do plano. As 
variáveis t e s são denominadas parâmetros. 

Os planos costumam ser denotados por letras gregas minúsculas: a, 6, Y, T, O, etc. 


2! 
A 











Os planos de equações x= 0, y = 0 e z= 0 são denominados planos coordenados e estão 
representados na figura a seguir. Também costumam ser chamados plano yz, plano xz e plano 
xy, respectivamente. 





| 
o 


y 

















Jd 


Exemplo 4.1 Dado um plano a de equação 2x + 3y + 5z — 7 = 0, dê exemplo de coordenadas 
de um ponto que pertença a esse plano e de outro que não pertença. 
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Para obter um ponto desse plano, podemos atribuir qualquer valor a duas das variáveis e cal- 
cular o valor da terceira usando a equação dada. Por exemplo, escolhendo-sex = 2 ey = 1, cal 
culamos z = cê — 43 — 0, Logo, P(2,1,0) é um ponto desse plano a. Podemos confir- 
mar que esse ponto P pertence ao plano a substituindo suas coordenadas na equação do plano: 
2:2+3.1+5:0-7=0 que equivale a O = O que é uma sentença verdadeira. 

Se trocarmos uma das coordenadas de P por outro valor, obtemos um ponto que não pertence 
ao plano. Por exemplo, Q(2,1,4) não pertence a a (00 de P foi trocado pelo 4). Podemos 
confirmar isso substituindo suas coordenadas na equação do plano: 2-2 +3-1+5-4-7=0 
que equivale a 20 = O que é uma sentença falsa; logo, Q g a. 





Exemplo 4.2 Dado um plano É cujas equações paramétricas sãox = 1+3t+2s,y=2-t-—s 
ez=4+t+s, dê exemplo de dois pontos P, e P> desse plano. 

Neste caso, basta escolher valores para os parâmetros. Para cada escolha dos parâmetros, 
obtemos um ponto do plano. Por exemplo, escolhendo t = 3, s = 4, obtemos x = 1+9+8 = 18, 
y=2-3-4=-5,72=44+344=11. Logo, P(18,-5,11) E 8. Escolhendo agora t = 0, 
s=0,obtemosx=1+0+40,y=2-0-0ez=4+0+0. Logo, P(1,2,4) é outro ponto 
do plano. 


4.2.1 Plano que passa por três pontos 


Dados três pontos 4, B, €, se eles não estiverem sobre uma mesma reta, então eles deter- 
minam um único plano. Seja P(x, y, Z) um outro ponto qualquer desse plano. 








A By 








Então os vetores AP, AB e AÉ são coplanares. Logo, um deles, digamos o AB, é combinação 
linear dos outros dois, ou seja, existem escalares r e s tais que AP = rAB + sÃC. Ao ser 
desenvolvida, essa equação vetorial leva às equações paramétricas do plano. 

Outro modo de encontrar a equação do plano que passa pelos pontos 4, B, C é calcular o 
vetor normal ao plano = AB x AC. Assim, se P(x, y, Z) for outro ponto do plano, os vetores 
AP e n são ortogonais, isto é, AP - ii = 0. Se for desenvolvida, essa equação leva à equação 
cartesiana do plano. 


4.2.2 Plano que passa por um ponto e vetor normal dado 


Dado um vetor ii = (a,b,c) normal a um plano a e Po(xo, Yo, Z0) UM ponto desse plano. 
Se P(x,y,Z) for outro ponto do plano, então os vetores PáP e ii são ortogonais, ou seja, 
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3! 





Po 
a 


Como [NE =(x-xoy—Yo,2Z-— 2), temos [NE “i=a(x-xo)+b(y—-y)+elz—-»)=0, 
que equivalea ax+ by + cz+d = 0, onde d = —axy — by — CZ. 








4.2.3 A utilidade do vetor normal a um plano 


O vetor normal é fundamental na hora de colorir uma imagem tridimensional em computador. 





Tia 
O ângulo que o vetor normal forma com o vetor que vai da fonte de luz ao objeto é quem 


determina a intensidade de iluminação. Em geral, se esse ângulo for próximo de zero, o objeto 
será iluminado de modo mais intenso e se for próximo de 90º será iluminado menos intensamente. 
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Além disso, o vetor normal é útil na hora de determinar a parte exterior e a interior de algum 
objeto tridimensional, conforme mostrado na figura anterior. 


Exemplo 4.3 Dados A(7,-—-1,-1), B(-3,-1,1), C(-2,1,0) determine as equações cartesiana 
e paramétricas desse plano. 

Seja P(x,y,z) um ponto genérico desse plano. Como AÊ, ZÊ, AÉ são coplanares temos 
que existem escalares p e q tais que AP = pAB + qAC, ou seja, (x — Ty +1l,z+1) = 
p(—10,0,2) + q(-9,2,1) de onde obtemos as equações paramétricas: 


=p Do ve-lo re LEO 


Exemplo 4.4 Dado o plano a :5x—-3y+4z+1=0, mostre que ii = (5,-3,4) é um vetor 
ortogonal a esse plano. 

Sejam Pi(a,, bi, c1) e Po(as, bo, 65) dois pontos quaisquer do plano. Então, suas coordenadas 
satisfazem a equação do plano, ou seja, Ba —3b +44 +1-0€e5a-—-3b +406+1=0 
- Subtraindo-se essas equações, obtemos 5(a, — aj) — 3(b> — by) + 4(c — 1) = 0. Como 
PP =P-P= (ao a1, bo bi, O C1) enxPPo=5(a-a)-3ba—bi)+4(o—a)=0 
temos que ni é ortogonal a um vetor genérico P, P> e, consequentemente, ni é ortogonal ao plano. 








Exemplo 4.5 Determine a equação do plano B que passa por Po(4, 1,5) e é ortogonal ao vetor 
n=5i-2]+Tk. 

A equação de B é da forma 5x — 2y + 7z + d = 0. Substituindo as coordenadas de Ps, 
obtemos 20-2+35+d = O, istoé, d = —53. Portanto, a equação de B é Bx—2y+7z2-53 = 0. 


4.3 Equação da reta 


Uma reta pode ser definida através de um ponto Po(xo, Yo, Z9) pelo qual ela passa e um vetor 
V que dê a sua direção. Neste caso, o vetor V = (w, vo, v3) é denominado vetor diretor da reta. 


a ao 








Hb 





. n a 5, 
Se um ponto genérico P(x, y,z) pertencer à reta, então PPp=(x—-x,Y—Y,Z-—-m)evV 
são colineares; logo, existe um escalar te Rtal que PP; = tV, ouseja, (x—- xo, Y— Yo, Z—2Z0) = 
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(tvi, tva, tvs) que equivale a 


x = XxX +Wut, 
y = yp+ wi, 
Z = HW+Vvat 


Essas equações são denominadas equações paramétricas da reta e t é o parâmetro. 
Se +0wzt0evs 0, então podemos isolar o parâmetro nas equações paramétricas 
para obtermos t = 0, t = WY t>- 2% ou seja, 


v: vo v3 





XX Yo) ZA 


Y Vo Va 





Essas equações (sem o parâmetro t) são denominadas equações simétricas da reta r. 


4.3.1 Reta como interseção de planos 


Uma reta também pode ser definida por dois planos distintos a e É que não sejam paralelos. 








Neste caso, determinamos um ponto P, pertencente a aN B através de uma solução do sistema 
linear formado pelas equações dos planos 


ax by razird = 0 
aox + boy + Cz + d> 0) 


e o vetor diretor da reta pode ser V= ij x >, onde m = (a,,b;, c)) e no = (as, bo,C5) são OS 
vetores normais a cada um dos planos. Assim, se P(x,y,Z) for um ponto genérico da reta, as 
equações paramétricas podem ser obtidas a partir da equação PP, = tV. 


Exemplo 4.6 Determine a equação da reta que passa pelos pontos A(3,4,5) e B(5,1,0). 


Sejav=AB=B-A=(2,-3,-5). Escolhendo Py como sendo o ponto A, temos que as 
equações paramétricas da reta são: x=3+2t,y=4-3t,z=5-—5t. 





: RR 2 ZA 
Exemplo 4.7 Seja r a reta com equações simétricas me é 7 Ds 


um ponto Py E r, um vetor diretor da reta e as suas equações paramétricas. 
Um ponto na reta é o P(1,2,4), um vetor diretoréo V = (4,7,5) e as equações paramétricas 
são: x=1+4t,y=2+Tt,z=4+5t. 


. Dê exemplo de 
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Exemplo 4.8 Seja s a reta com equações paramétricas são x = 2+3t, y= 5-—4t, z= 10+11t 
com t e R. Dê exemplo de um ponto FP, E s, um vetor diretor da reta e as suas equações 
simétricas. 


Um ponto na reta é o Py(2,5,10) (basta escolher um valor para t, por exemplo t = 0), um 
vetor diretor é v = (3, 4,11) (formado pelos coeficientes de t). Para encontrar as equações 
paramétricas, basta isolar o t das equações: t = 2, t= 2, t= “2. Portanto, as equações 


simétricas da reta são 





=D po e) 


3 Ed 





Exemplo 4.9 Determine as equações paramétricas da reta definida pela interseção dos planos 
2x+ty+3z=6ex+tydz=4. 

Inicialmente, vamos obter um ponto Py pertencente aos dois planos. Escolhemos um valor 
qualquer para uma das variáveis (digamos, Zz = 0) e calculamos as outras variáveis usando as 
equações: z = O implica 2x+y =6ex+y =4. Subtraindo essas duas equações, obtemos 
x=2 e substituindo em uma das equações, obtemos y = 4-y = 2. Logo, Po(2,2,0) pertence 
à interseção dos planos. Os vetores normais a esses planos são ih — (Else mo = (a) 


ER 


JK 
1 3/1=(-2,1,1). Portanto, as equações paramétricas da reta são 
RA É 


4.4 Ângulos e distâncias 


4.4.1 Ângulo entre dois planos 


O ângulo entre dois planos a e 8, denotado por (a, B) é definido como sendo o menor 
g creniairar: Es & : . 
ângulo entre (ni, 1i>) e (—1i, fi), onde m e n> são os vetores normais a a e B, respectivamente. 
Sendo assim, 
lm mb] 


cos(a, À o E ESC tê 
(a) = Tr fr 


4.4.2 Ângulo entre duas retas 


O ângulo entre duas retas r e s, denotado por (1,5) é definido como sendo o menor ângulo 
Ss qe E : à 
entre (W, vw) e (—w, b), onde w e w são os vetores diretores de r e s, respectivamente. 


vo] 


COMP SS 
(45) = Rm 
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4.4.3 Ângulo entre uma reta e um plano 





O ângulo entre uma reta r e um plano a, denotado por (1,9) é definido como sendo o 
O caca e 
completmento do menor ângulo entre (1, V) e (— 15, v), onde né o vetor normala a e Véo 


nv 
pavio 





vetor diretor de r. Assim, (1,0) = 5 — 0 e 6 satisfaz a equação cos6 = 
Exemplo 4.10 Calcule o ângulo entre os planosa : 2x+by+32+7 =0eB:x-4y-5z-11 =0. 


Os vetores normais a a e 6 são ii = (2,5,3) e > = (1,4, —5), respectivamente. Como 
m:b=2-20-15=-33, |fil = p= =v38elm|l = v1+16+25 = 42, 


To PA [Rrfio] 33 = o40! 
temos cos(a, 6) = qa = cam — mos: Logo, (a, 6) = arccos(õãc) = 34º18' 














Exemplo 4.11 Calcule o angulo entre r: = =" À E eia z-0=0. 


Sejam v = (6,5,8) en = (4,-2, do E eioE diretor da reta e o vetor normal do plano, 


respectivamente. A partir daí, cos(0) = UU Ene pm = 8... Portanto; 


1/7] v36425-+64164+4-+1 5105 

















ng Se-ds e arccos(sãs) = = 6º43'. 


4.4.4 Distância entre dois pontos 


Dados dois pontos P(x1,y, 71) e P(xX,y>, 2) no espaço tridimensional, a distância entre 
eles é a norma do vetor PB) = (x — xJi + (p — yo) + (5 — 2))k: 





da, = IPB = V00-x2+(y—n)2+ (2 — 2)? 


Por exemplo, a distância entre os pontos A(5,3,7) e B(0,1,4) é 








des =V6-0P+(3-12+(7-4)2=V25+4+9= 38. 


4.4.5 Distância de um ponto a um plano 


Consideremos um ponto Po(xo, Yo, Zo) no espaço tridimensional RÊ e um plano a cuja equação 
éax+by+cz+d=0. See a, então a distância de P a a é nula. Suponhamos P ga 
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e vamos calcular a distância de Py a a, denotada por dp, a. Seja P(x, y,Z) um ponto qualquer 
do plano a. 


ho 














Consideremos P, € a de tal forma que PP, seja ortogonal a a. A distância de Pp a a é a 
norma do vetor PoP. o E 

Seja 17 o vetor normal ao plano a, ou seja, = ai+ bj + ck. como ne PyP, são paralelos, 
exite um escalar te Rtal que PP, = th= tai + Eh) + tck. 


rege 
Se 0 = (PP, PoP), usando a definição de produto interno, temos: 
PoP, - PP = IIPAPII|- |IPGPI| cos o. 


Daí, IPoPL PR. Ria E IPI «IPÊ [cos 0]. Usando E definição de re no triângulo o 
PPyP,, temos |cos6| = IRA de onde obtemos PP. BI = e IPI PSI oil 


IPÊ IIPoÊII 
seja, |P$P; - PB] = |IP$PI||- [POP || que equivale a dar, = IIRPI|| = face Como R$Ê = 


(x — xo)! + (y — yo)j + (z — z9)k, temos que 
—d 
[ta(x — xo) + tb(y — yo) + to(z — zo)| — ltl(-axo — byo — czo + ax + by + cz) 
VP? + Pb + Po E tVP FBI 


de onde finalmente obtemos: 





pó = 








|axo + byo + cZo + d| 
dera = 2 5] a 
A med pa dE 
Exemplo 4.12 Consideremos o plano a cuja equação é 2x — 4y +32 — 5 = 0 e um ponto 


P(3,3, 1)ga. Então: dra = SS = Sa. 








Exemplo 4.13 Vamos calcular a distância entre os planos paralelos a : 3x —- by +22 +4=0 
eb: 6x-—10y+4z-11 = 0. Neste caso, basta considerar um ponto P, em um plano e 
calcular a distância desse ponto ao outro plano. Vamos determinar um ponto Pp E a. Para 
isso, basta atribuir qualquer valor a x ea y e calcular o z usando a equação do plano. A partir 
de2z = —4+5y—3x, escolhendo x = y = 1, obtemos2z = —4+5-3 = —2,ouseja,z=-1. 
Assim, Po(1,1,-1) E a e sua distância outro plano é dy, = dp,p = e = As — E 

Refaça agora esses cálculos considerando um ponto qualquer do plano B e calcule a distância 
desse ponto ao plano a e verifique que dá mesma resposta anterior. 
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4.4.6 Distância de um ponto a uma reta 


Consideremos uma reta r que passa pelo ponto P, com vetor diretor V e Py um ponto fora 
dela. Seja P € r de tal forma que PoP seja ortogonal a r. Assim, a distância de P, à reta r 
é igual à distância d de Pp a P que é a altura do paralelogramo definido pelos vetores PP, e 
Po. 











A área desse paralelogramo é dada por ||PP; x PyPi||. Por outro lado, essa área também é igual 
à base do paralelogramo ve: vezes a sua Sa, ou seja, Área = ||PP; x PP = IIPP|: d, de 


onde obtemos d = em til Como PP, e V são colineares, existe um escalar t de tal forma 


= + Dar a ltixBoBi É uid 
que PP, =— tv. Daí, d= “qo que é equivalente a 
Ls 
| Vx Po [E | 
d ES Ir Só 
Id] 

Exemplo 4.14 Sejam Py(2,3,4) er a reta cujas equações paramétricas são x = 1+3t, y = 2-t, 
z=5-—TtcomteR. Vamos calcular a distância de Py a r. Para isso, precisamos determinar 
um ponto P, pertencente à reta atribuindo qualquer valor real ao parâmetro t. Se escolhermos 


t = 0, teremos P;(1,2,5). Dai PP =P —- Pyp=-—i—j+k. Usando agora os coeficientes 
do parâmetro t da equação da reta, obtemos um vetor diretor da reta: V= 31 —- j— Tk. Como 
Pod ck 
ERRA > > - 
vxPBP=|3 -1 -7|=-8i+4;-—4k, temos que 
-1 -1 1 








— 
lvx Pill v64+16+16 [9 - 
dpo.r = 


I|v/|| 914540 
4.4.7 Distância entre duas retas 


Se as retas forem concorrentes ou coincidentes, então a distância entre elas é sempre igual 
a zero. Se as retas forem paralelas, então a distância é a de um ponto de uma até a outra reta. 


— 4 = 5 1 
Exemplo 4.15 Consideremos as retas paralelas r : E = é e - esix=1+3t, 





2 
y=1+2t,z=19-4t, te R. Vamos calcular a distância entre elas. Para isso, basta 
encontrar um ponto P, em uma delas e calcular a distância desse ponto à outra reta. Escolhendo 
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—s 
v = (3,2,-4) um vetor diretor de r, Po(4,5,-1) E re PR(7,1,19) E s obtemos PP, = 
(3,-4,20) ev x PoPi = 24; — 72j — 18k. Portanto, 





—s 
lv x PP v576 + +5184 + 324 TB 
[|] v9+4+ 16 v29 
Se as retas r e s forem reversas, então consideramos seus vetores diretores V e w, um ponto 


P, em r, um ponto & emseo vetor PP>. O paralelepípedo ABCDEFGH, com A = À, 
ESP AB STE AD = EH = w tem a sua altura igual à distância entre re s. 


Os = dp,.r = 











RO po uad Eu 
O volume desse paralelepípedo é o valor absoluto do produto misto |[P, P>, V, w]| e também é 








igual à área de sua base ||V x W|| vezes a sua altura d,s, ou seja, [PP V wll=I||Vx wl||-d,s, 
o que implica ui nem 
dE LA o, un] = sta fito w)l 
| Iv x vw 7x wl 


Exemplo 4.16 Calcular a distância entre as retas reversas 
a A o 








4 3 =3 
e 
x = 5+3t, 
sS:4 y = 2t, tER. 
Z = l=t, 


As retas r e s passam pelos pontos Pi(—1,1,2) e P5(5,0,1), respectivamente. O vetor 
ditetorderev=(43,-3jeodesew=(3,2-1.CroPRBh=- B- Ri=(6-l-l)= 








LJ ok 
o ado ql a ——s 
61—-j—k temos quevxw=|4 3 -3|=3/-5j-—k. Daí, obtemos que PRP -(V x wW) = 
e e ST 
18 ++ 1="24.6 
—s 
j “RB -(vx Wo 24 = 24 
iá lv x v7l V9+25+1 35 
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4.5 Interseções 


Em Geometria Analítica, calcular a interseção de dois objetos (retas, planos, etc.) é deter- 
minar os pontos que satisfazem a todas as equações envolvidas. Isso equivale a resolver um 
sistema de equações. 

Na interseção de planos pode ocorrer um dos seguintes casos: 


e os planos têm um único ponto em comum (o sistema é possível determinado) 
e os planos não têm ponto em comum (o sistema é impossível) 
e os planos têm uma reta em comum (o sistema é possível indeterminado) 
e os planos coincidem (também é possível indeterminado) 

e na interseção de retas pode ocorrer um dos seguintes: 
e as retas têm um único ponto em comum (o sistema é possível determinado) 
e as retas não têm ponto em comum (o sistema é impossível) 


e as retas coincidem (o sistema é possível indeterminado) 


Exemplo 4.17 Determinar a interseção dos planos a: x+y+z=6B:x+2y+z7=8, 
np di fre 
Para determinar a interseção de a, B eY, devemos resolver o seguinte sistema linear: 


XE ye Z = «6 
x+2y+32 = 10 
= y=2 = QU 


Através das operações de troca de linhas, multiplicação de uma linha por uma constante não 
nula e adição ou subtração de linhas, é sempre possível obter um sistema equivalente onde não 
aparece o x na segunda e nem na terceira equações e não aparece o y na terceira equação. 
Neste exemplo, podemos subtrair a primeira linha da segunda e, depois, subtrair a primeira linha 
da terceira linha para obter o seguinte: 


xyz, 6 
—y— 22 = —4 
2y oz = “b 


Multiplicando a segunda linha por 2 e somando o resultado com a terceira linha, obtemos: 


XPytz = 6 
—y— 22 = —4 
Ep Do A 
Da terceira linha obtemos: z = = = 1, da segunda linha: y=4-22z=4-2=2e da primeira 


linha: x=6—-y-—-z=6-2-1=3. Portanto, o único ponto de interção dos três planos 
dados é o ponto P(3,2,1). 
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Exemplo 4.18 Dados o planoa:2x-—-5by+10z=-3easretasr:x=3+5t,y=4-2t,z= 
—I-2tes:x=-5b+m,y=-3+2m,z=1-4m, comt,meR, determine se há interseção 
desse plano com cada uma dessas retas. 

Neste caso, devemos resolver um sistema de equações formado pela equação do plano e as 
equações de cada reta. A resolução desse tipo de sistema consiste em substuir cada equação 
paramétrica da reta na equação do plano. 

Substituindo as equações de r na equação de a, obtemos: 


x y zZ 


TI, pa, pa, 
26+5)-5(4-2)+10(C1-22)=3 


que equivale a 6 + 10t — 20+ 10t— 10 — 20t = 3 e, daí, —24 = 3. Como essa última igualdade 

é sempre falsa (independentemente do valor de t), temos que o sistema não tem solução. 

Conseqguentemente, a reta r e o plano a não têm ponto em comum (são paralelos). 
Substituindo agora as equações de s na equação de a, obtemos: 


x y Z 


Ve (a, a, 
2(5 + m) — 5(3 + 2m) + 10(1 — 4m) = 3 





que equivale a 48m = 12 e, daí m = -. Subtituindo o valor de m na equação de s, obtemos 
x= —5+ E = DB, rea : = 3 ez=1-1=0. Portanto, o único ponto de interseção 
entreaeséo ponto P(-2,-3,0). 
x = bB+t Mo SE 6 20 
Exemplo 4.19 Determinar a intersecção das retas r:4 y = 1+8t es: y = T+Tu, 
pos MB esE Z = 5b+u 
onde t,u ER. 


Para determinar a interseção de r com s, igualamos as equações paramétricas de cada uma 
e obtemos o seguinte sistema de equações: 


b+t = 8+2u 
l+8t = 7T+Tu 
2—-t = 5b+u 
que é equivalente a 
b-2uU. = 8 
St— fu = 6. 
EE == 
Subtraindo a primeira equação da terceira, obtemos: —3u = 6, isto é u = —2. Da terceira 
equação, temos: t= -3-—-u=-3+2=-1. Substituindo u = —2 et = —1 na segunda 
equação, obtemos: 8(-1) — 7T(—-2) = 6 que equivale a —-8+ 14 = 6 que é uma sentença 
verdadeira. Logo, u= —2, t=—1 é a solução do sistema. Substituindo u = —2 nas equações 


da retas obtemos: x=8-4=4y=7-14=-7ez=5-2=3. Isso significa que 
P(4,—7,3) é o único ponto de interseção das retas (ou seja, elas são concorrentes em P). Note 
que o ponto P também poderia ser obtido substituindo-se t = —1 nas equações da reta r. 
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Exemplo 4.20 Com relação às retas r e s do exemplo 4.16, determinar as equações de outra 
reta p que seja ortogonal ar ea s e que intersecte-as nos pontos P e Q. Verifique que a 
distância entre Pe Q coincide com d,s. 


Consideremos os vetores diretores V e y der e s, respectivamente, bem como pontos 
Per, P es. Vamos determinar as equações dos planos m, que contem o ponto P, e os 
vetores VW eW x b e7T> que contem P,, bewx w. A reta p procurada dada porm N mo. 

















—s 
Se P = (x,y,z) for um ponto genérico em m,, então PP = (x+1,y— 1,2 — 2). Como 
Vi x w=(3,-5,—1) temos que a equação de m4 é dada por 


Xl v=-1 Z=2 
—S 
[PPA x w|= 4 3 => [= 0 
õ = —1 





que implica em —18(x+1)—5(y— 1) —29(2-2) = 0, que equivale a18x+5y+29z-—45 = 0. 
Se Q = (x,y,7) for um ponto genérico em 7, então QP = (x — 5,y,z— 1). Logo, a 
equação de 15 é dada por 


—s x—5 y z-l 
IQP>, vo, A x Vo] ER 3 > | cf 
3 Ao SA 





que implica em —T(x— 5) —- 0y — 21(z— 1) = 0, que equivale a 7x + 21z — 56 = 0. 
Para determinar a interseção dos planos m4 e 75, devemos resolver o sistema linear formado 
pelas suas equações: 
l8x +5y +29z —45 = 0 

À 7x +21z -b6 = 0 
que é o mesmo que 
—29z +45 
—21z +56 


18x +hy 
(x 
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—21k + 56 de 
Fazendo z = k, obtemos da segunda equação que x = — = —3k + 8. Substituindo 


x 


pa, 
—29k +45 — 18(-3k +8) -— 25k— 99 





Portanto, as 





na primeira equação, obtemos y = 


5 5 
equações paramétricas da reta p são 
É 8— 3k, 
pis y = -2+5k KER. 
Ze E k, 


Substituindo as equações de p nas equações de r, obtemos 


(8-3) +1 (-S+5)-1 0 k-—2 





4 3 = 
cuja solução é k = 2, Substituindo esse valor de k nas equações de p, obtemos o ponto 
P(-E,-&, 2) como sendo a interseção dessas retas. 


Para determinar a interseção de p com a reta s, igualamos as equações paramétricas de cada 
uma e obtemos o seguinte sistema linear nas variáveis k e t: 


5b+3t = 8-3k 
2t = -S+5k 
l-t = k 
que pode ser simplificado para 
t+ k = 
10t —- 25k = —99 
cuja solução é k = E, t = —. Substituindo esse valor de k nas equações de p, obtemos 
o ponto Q(—-, —E, 2) como sendo a sua interseção. Se o valor de t encontrado fosse 


substituído nas equações da reta s, teríamos obtido o mesmo ponto Q. 
Sendo assim, as interseções da reta p com as retas r e s são respectivamente Pl —5, 
47 148 109 


eQ(-5.— 35» 35). À distância entre esses pontos é 


Ro My. 148 40 109 19)? 24 
ca 35 5 35 5 35 5) 35 
que coincide com d,.s do exemplo 4.16. 
Outra solução (mais simples) seria considerar um ponto genérico P(3t + 5,2t,1 — t) na 
reta s e outro Q(4m — 1,3m + 1,2 — 3m) em r. A partir daí, exigir que o vetor PQ = 


(-3t+ 4m— 6,-2t+3m+ L,t— 3m+ 1) seja ortogonal a cada um dos vetores diretores 


Vvew das retas. Comisso, a partir de PQ -.v=0e PQ-w = 0, obtemos o sistema linear 
À 34m-—-21lt = 24 sa 





2 a: Rosa ne =558; z 
Im 14t = 17 cuia soluçad ét= —-5.m &. Substituindo esses valores em Pe Q 


obtemos os pontos (-E,-E )e(-EÉ, E 
resposta procurada: =. 





). A distância entre esses pontos fornece a 
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4.6 Exercícios resolvidos 


R 4.1 Mostre que os pontos A(6, —2,15) e B(—15,5, —27) pertencem à reta que passa pelo 
ponto C(0,0,3) na direção do vetor V = —31 +) — 6k. 


Solução: As equações paramétricas da reta são x = —-3t,y = ttz=3-6t, comteR. O 
ponto A pode ser obtido fazendo-se t = —2 nessas equações: t= 2 > x=6,y=-2,72=15 
eo ponto B pode ser obtido fazendo-se t =5 > x=-—-15,y=5,z2= —27. Portanto, Ae B 
pertencem à reta dada. 





R 4.2 Determine a equação da reta r que passa pela origem (0,0,0) e é ortogonal ao plano 7 
que passa pelos pontos A(3,0,0), B(0,4,0) e C(0,0,5). 











8.) 
= 


-3 4 
-30 


nd 


|— 


cá 


dado porfi= ABxAÉ = = der 
= 2-0 5 

Logo, a equação da reta r éx = 20t,y = 1bt,z = 12t, com te R. 
Outra solução seria usar o exercício proposto B1 para obter a equação do plano 7 como sendo 


3+4+5 =1, ou seja, 20x + 15y +12z — 60 = 0 e, daí, o vetor normal é fi = 201 + 15) + 12k. 


“14 0 
“105 














| k = 20i+15/+12k. 


R 4.3 Determine o ângulo entre a reta 


0 
0 


Xeavzdo 
2x+y+2+3 


e o plano que passa pelos pontos A(1,1,1), B(1,2,0) e C(0,2,1). 


Solução: Os vetores normais aos planos x+2y+z+5 = 0e2x+y+2+3 = 0 são ii = (1,2,1) 
ei = (2,1,1), respectivamente. Logo, o vetor diretor da reta r dada pela interseção desses 
eiio ss o E É e die Ed Fo 
planoséV=innxm=|12 1|= [— 
211 | 2 1 2 1 


HH| 


> > 


k=i+j-—3k. 
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e dr AR 
O vetor normal ao plano a que passa PA Becên= AB AC E IE 
=t. db 
1 —-1|- O —1|- O 1l= + +40 + 
E o! 10 di k=1+J+Kk 
O menor ângulo O entre os vetores V e fi é dado por 
|V ni 1+1-—3] 1 
cos(8) = == = = 
lvl 1+1+9V1+1+1º0 33 
Logo, o ângulo entre a reta e o plano dados élra) = 5 — arccos As a 10º1". 
R 4.4 Mostre que os planos 14 : y = 2?p+7a ,pqeR em: y = Bu—bv 
Z = 4p+q Zz = -3u+fv 


u,v ER, são coincidentes. 


Solução: Escolhendo valores particulares para os parâmetros, obtemos pontos em cada plano. 
Fazendo p=q=0€eu=v=o0, vemos que ambos os planos passam pela origem O(0,0,0). 
Logo, para os planos serem coincidentes, é preciso que seus vetores normais coincidam ou sejam 
paralelos. 

















Escolhendo p = q = 1, obtemos A(—7,9,5) E m1,; escolhendo p = 0, q = 1, obtemos 
LJ k 
B(-4,7,1) Em. Assim, um vetor normal a 1; é fi —- OÂxOB = so Do fes | E E i— 
—4 71 
| E En ag k = —26i — 13) — 13k = —13(2/+J + k). 
Escolhendo u = v = 1, obtemos C(-2,4,0) E 75; escolhendo u = 1, v = 0, obtemos 
Lo jo k 
D(—-1,5,-3) E 75. Um vetor normal a 1» é ip = OÉ x OD =|-2 0 4 |= | E Ds p= 
1 BS 


| Sds di | “2 O lk=-o;-10;-10F=10(27+7 +). 


—1 —3 ea; 5 
Como ni é paralelo a n>, temos que os planos m4 e T> são coincidentes. 
Outra solução seria igualar as equações, resolver o sistema linear formado por —3p — 49 = 
—u—v, 2p+7q=5bu-bve4p+q=-3u+Tve verificar que a solução desse sistema é 
p=-u+Bvq=u-— dv. 








R 4.5 Determine a equação do plano a que passa pelo ponto P(5,5,5) e é perpendicular à 
interseção dos planos tm, :3x—2y—-22=0 e m>:4x+3y+72=0. 
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Solução: Os vetores normaisam, eam> sãoni = (3,-2,-2) ef = (4,3,7), respectivamente. 

Lo Jo ok 

—2 —2 o a 5 

DaiV=Mhxb=|3S -D-D|= | 

4 3 7 3 q 4 7 4 3 
é normal ao plano a. Logo, a equação de a é da forma —8x— 29y + 17z+d = 0. Substituindo 
as coordenadas de P nessa equação obtemos: —40 — 145 +85 + d = 0, ou seja, d = 100. 
Portanto, a equação de a é —8x — 29y + 177 + 100 = 0. 


rá irá 


k = —8i-29j+17K 

















R 4.6 Encontre a equação do plano que contém a reta 


L 
So O 


2x >-2y — 244 
= Ze 2 


eo ponto P(5,-3,2). 


Solução: Escolhemos dois pontos A e B na reta e assim encontramos a equação do plano que 
passa por A, Be P. 

Para escolher um ponto da reta, basta atribuir qualquer valor a uma das variáveis e calcular as 
outras duas usando as equações dadas. Escolhendo z = 0, obtemos as equações 2x +2y +4 = 0 
ex-—y+2 = 0 de onde obtemos x = —-2, y = 0. Logo, A(-2,0,0) pertence ao plano. 
Escolhendo z = 2, obtemos 2x+2y+2=0ex-y+6=0 queimplcax=-L,y=ãkã. 
Assim, B(—$, 3,2) é outro ponto do plano. 


2 
—Ss 
Como PÁ=(-7,3,-2) e FÊ = (—%, 5,0), temos que um vetor normal ao plano é 
Po jo k 
= PANPES| sf S ces timer 
de dl pf 
2 2 


Assim, a equação do plano é da forma —1lx+17y — 13z+d = 0. Substituindo as coordenadas 
de P nessa equação, obtemos —bbB — 51 —- 26 + d = 0, ou seja, d = 132. Portanto, a equação 
procurada é —llx + 17y — 1324 132 = 0. 
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R 4.7 Mostre que as retas 


] 
fam) 


Es fx ryv= 215 
Xx—-y-—-z+5 


| 
fam) 


J2x+y+z+41 = 0 
= yo De= A =) 


são ortogonais. 


Solução: Os produtos vetoriais dos vetores normais a cada plano são os vetores diretores de 
cada uma das retas: 





Pooh 
V=hxio= 4 1 —1 = 243) — 5k, 
1-1 —-1 
ij K 
b=hxh=|[2 1 1/=3-3/—-3k. 
1-1 2 
Como y:v=-—-6-—9+ 15 = 0, temos que as retas são ortogonais. 


x = 4+1lp-— fg 
R4.8 Acheo ponto ondeo planom:4 y = 6+3p-2q ,p,qgeER, encontra o eixo z. 

Zz => 1-2p+7q 
Solução: O eixo z é caracterizado pelas equações x = 0,y = O. Assim, quando o plano 
m encontra o eixo z temos 4+ 1lp—- 7q = 0e6+3p-— 29 = O. Essas equações são 


equivalentes a 1lp— 7q = —4 e 12p — 89 = —24. Subtraindo-se uma equação da outra, 
obtemos p — q = —20, ou seja, p = q — 20. Substituindo em uma das equações anteriores, 
obtemos 11(g — 20) —- 7q = —4 o que implica q = 54 e p = 34, Usando a equação do plano 
que envolve z, temos quez=1-2p+q=1-68+4+54=-13. Portanto, o plano encontra o 


eixo z no ponto (0,0, —13). 


x => 1l-u 
R 4.9 Determine as equações paramétricas do plano que contém a reta r: Vo EE l a 
Z = 1 


uER,eo ponto Po(1,-—5,4). 


Solução: Basta atribuir dois valores ao parâmetro u para obter dois pontos da reta: 





cu=0=x=Ly=lz=1I>A(Iiljer 











su=l=>r=-0y=-22=1=>A(D2 1/€r 


—s —s 
Portanto, AP, = (0,-6,3), BPo = (1,-7,3) são dois vetores do plano. Se Pl, y. 2) for 
um ponto genérico do plano, então existem escalares u, v tais que PR, = uA + vB e as 
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" ed ' —— —S ” 
equações paramétricas do plano são P = PB + uAB + vBP,, isto é, 








xXx = l+u 
y = —5-6u-—'Tv 
Z = 4-FSUF3V 
ondeu,v ER. 
Ra X — y—2 Zz—?2 
R 4.10 Determine a projeção ortogonal da reta r: E 3 = no plano a : 


2x +-2y —-z= 14, 











Solução: As equações paramétricas der sãox=1+4t,y=2+3t,2=2+Tt, comteR. 
Substituindo na equação de a obtemos o ponto de interseção P: 
10 47 44 
2(1+4)+2(2+3t) -(Q +78) =14>t= RA Po I2). 
Seja B o plano ortogonal a a e que passa por P. A interseção dos planos a e B é a projeção 


1 > 


ortogonal s procurada. O vetor diretor der é v = (4,3,7) € B e um vetor normal a a é 





LJ K 
mn =(2,2,-1) € B. Logo, um vetor normal a B é dado porn = Vx Mm =|4 3 7 
22 1 
= =171 + 18/-+2k. 
Lo j k 
Um vetor diretor de s é dado por ny x np = 2 o e [= 057 É 13; + 70k. Portanto, 
—17 18 2 


as equações paramétricas de s são: 


47 44 
x=— +22u, y= 5 +13u, z=2+470u, ek. 
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R4.11 Sejama oplano3x—-2y-32-11=0€ePo ponto cujas coordenadas são (3, —2, —4). 
Determine a equação da reta que passa por P, é paralela a a e intersecta a reta 
r:x=2+3t y=-4-2t, z=1+2t teR. 











Solução: Sejam É o plano paralelo a a que passa pelo ponto P eY o plano que contém a reta 
re que também passa por P. A reta procurada é a interseção dos planos B eq. 

Como B é paralelo a a, um vetor normal a beta é dado por fiz = (3, —2, —3). Atribuindo-se 
valores ao parâmetro t, obtemos pontos na reta r e, consequentemente, no plano 9: 


et-0>x=2,y=-4z2z=1>4(2,-4,1)ey 





dt=lsx=5v=-62=3=B15,.-69)E94 





O ponto P e os vetores AB = [3,22]. 8 AB = (1,2,-5) pertencem ao plano 9. Logo, 











Lo jo ok o “5. o sã 
= Pando | > == pelo elo isto al 
—2 2 d+ 2 3 —2 
3-2 2 

é um vetor normal a q. 5 . . 
j E: k 

Ovetor diretordes édado porV = nixn, =| 3 —2 -3 |= -—-35/+42j;- 63k. Como 
—6 —17 —8 


s passa pelo ponto P, temos que suas equações paramétricas são: 


x=3-35u, y=-2+4+42u4, z=-4-63u, uv€ER. 


4.7 Apoio computacional 


Exemplo 4.21 Determinar a interseção dos planos definidos pelas equações —3x+4y —- z =8 
& 4x by +roze dl. 


(%i01) planol: -3*x + 44y - z = 8; 
(%o01) —-z+4y—-3x=8 


(%i02) plano2: 4+x — 5xy + 3xz = 11; 


84 


(%002) 
(%i03) 
(%003) 
(%104) 
(%004) 
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2 > yr dx= dl 


solucao: solve([planoí, plano2], [x, y, Zz]); 


[Ix=84-7%rl, y=65-—- 5%rl, z = %rl]] 


subst (Krl=t, solucao); 


[x= 84-78 vy=6-=5h 2=1d] 


Obtivemos assim que a interseção dos planos é a reta cujas equações paramétricas são 
x=84-It yvy=65-5BL Zz= |. 


Exemplo 4.22 Neste exemplo, usando o Maxima, vamos calcular a distância entre duas retas 
reversas. Uma passa pelo ponto P, com vetor diretor . A outra passa pelo ponto P> com vetor 
diretor v. Inicialmente, definimos o produto vetorial dos vetores V e w e a norma do vetor V. 


(%io1) 


(%001) 


(%iO2) 
(%002) 


(%i03) 
(%003) 


(%004) 
(%005) 


(%iO6) 
(%006) 


(%007) 
(%008) 


(%i09) 
(%009) 


vetorial(v, w) := [vl2]me [8] - v[8]mv[2l, 
vl3]*wli] - vli]+*wl3], viil*wl2] - vlZ2]+*wl1]l]; 
vetorial(v, w) := [Vows — V3Wo, V3Wy — ViW3, ViWo — VoWh] 


norma(v):= sgrt(v[1]"2 + v[2]72 + v[3]72); 


norma(v) := /v2 + v2 + vê 


do [2 2, 2]: Pio [é do dl: 40 [3,3, 2]: PO Ih, 8, 2]; 
[2,2,—2] 


[3, 4,1] 

[53,2] 

pip2: P2- Plum! tetorialçrl, v2); intermo : veplp?; 
[2,11] 

[10, —10,0] 

30 


d: abs(interno)/norma(u):; 


v2 


Dessa forma, obtivemos que a distância entre as retas é de s unidades. 


2 


Exemplo 4.23 Determinar a equação do plano que passa por três pontos dados P,, P e Ps. 
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Usando a função vetorial(v, w) definida em um exemplo anterior, definimos uma função 
egplano(P,, P»,P3) que calcula o produto misto [P —- P,P — P,P; — P] = 0, onde 
Pole): 


(%il0) eqplano(P1, P2, P3) := block([u, v, w, PJ, 
Po ER Pp, EI, 
mm P=> Pl, Pl=- Bl. mP3- Pl, 
eq: u.(vetorial(v, w)) = 0, 
return (expand(eq)) )$ 


Para testar a função assim construída, determinamos a equação do plano que passa por 
(5, 1,2), (10,10,0) e (8,6,1) e obtemos a resposta como sendo —27 — y + x =0. 


(Will) eqplano([5, 1, 2], [10, 10, 0], [8, 6, 1]); 
(Woll) —2z-y+x=0 


Exemplo 4.24 Calcular a distância de um ponto P, a um plano que passa pelos pontos P,, P> 
e P3. Vamos definir uma funcao distPalfa(P,, P>, P3, P,) que é uma simples implementação da 
fórmula apresentada no exercício proposto C08. 


(%il2) distPalfa(P1, P2, P3, P4) := block([A,B,C,M,detm, deta, detb, detc], 
HE matrizi (Pit) PLZ) ,PLIS],4), [RZOI,PZl,PZS] ad], 
[RS [1] PS [2] ,PS18],1], [PAPA Pás, 

HERRETIA CPU Pla] Pelo PSA, DPS)»; 
Eimatrisi [PLA ,PLES) A POL PE, ES] PES] Alo, 
Compre t PA, PAD, POL] PSD, [PBP], 
detm: determinant(M), 

deta: determinant(A), 

detb: determinant(B), 

detc: determinant(C), 

return (abs (detm)/sgrt(deta”2 + detb”2 + detc"2)) )$ 


Testando a função assim construída, vamos calcular a distância do ponto (1,11,—7) ao 
plano que passa pelos pontos (1,1,17), (0,9,-1) e(2,-3,3). 


foto) pis [dd -drsço Da dl; ES os li, di, et]; 
(%ol4) [1,1,17] 


(%015) [0,9,-1] 
(4016) [2,-3,3] 
(%o17) [1,11,-7] 


(%il8) distPalfa(pi, p2, p3, p4); 
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56 
v2181 


Portanto, a distância do ponto ao plano é de 





(%018) 


unidades. 
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v2181 
Exemplo 4.25 Calcular a distância de um ponto P a um plano cuja equação é dada. 


(%il3) distpontoplano(P, eq) := block(Ta, b, c, dl, 
eq: eqg-rhs(eg), 
a: coeff(lhs(eg), 'x), 
b: coeff(lhs(eg), 'y), 
c: coeff(lhs(eg), 'z), 
d: cosff(coeff (coeff(lhsleg), *'x, 0), *7, 0), *z, 0), 
return(abs(a*P[1]+b*P[2]+cxP[3]+d)/sgrt(a”2+b"2+c72)) )$ 


Da forma que foi definida, a equação não precisa estar obrigatoriamente no formato ax + 
by+cz+d=0. Ela pode ser, por exemplo, algo como 3 +x+13*xz—-1=8+x-—1lxy. 
As funções Ihs(...) e rhs(...) usadas no início da definição da função referem-se aos membros 
esquerdo e direito da equação dada. 

Exemplificando o uso dessa função distpontoplano(...), vamos calcular a distância do ponto 
(3,4,1) ao plano 3x + 102 — y =4y — z— 4. A resposta fornecida pelo programa é AE 


(%il4) distpontoplano([3, 4, 1], 3+*x + 10xz-y= 4+*y - z - 4); 


4 
%ol4) —— 
gu) 155 


Agora, vamos determinar (novamente) a equação do plano que passa por três pontos dados. 


(%il4) eqplano(pi, p2, p3) := block([], 
e mr Da - mil, “fe pill, me pia, 
[pa ltl=pi il, pall-pitãl, p2ll-pitail, 
[pSDi-piltl, pSlDl-piltl, pslsipilailo, 
return (expand (determinant (M))=0))$ 


Vamos testar a função construída encontrando a equação do plano que passa pelos pontos 
P(1,1,17), P(0,9,-1) e Ps(2,-3,3) (já definidos anteriormente). 


(%il5) equacao: eqplano(pi, p2, p3); 
(hol5) —4z — 32y — 184x + 284 = 0 


E por fim, vamos calcular a distância do ponto Pi(1,11, —7) ao plano que passa por P,, P» 
e P3. Note que a resposta coincide com a resposta de outro exemplo anterior, usando outra 
função. 
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(Wil6) distpontoplano(p4, equacao); 


%ol 
id 2181 





4.8 Exercícios Propostos 


A 37 Determine a equação do plano que passa pelo ponto (—3, 1,4) e que é ortogonal ao vetor 
V=2-T+k. Resp.:2x—-Ty+z+9=0 


A 38 Determine a equação do plano que passa pelos pontos A(5, —4, 1), B(1,1,0) eC(0,4,-—2). 
Respixty+z-2=0 


A 39 Encontre a equação do plano que passa pelo ponto (10,10,3) e que é perpendicular à 
retax=3t+5,y=7-2t,z=-8+t, tEeR. Resp.:3x—-2y+2z2-13=0 


A 40 Encontre a equação da reta que é a interseção dos planos x+3y+5z = 4e2x—y-—47 = T. 
Resp: x=2-17ty=>+14t,z2=-TttER 


A 41 Calcule a equação do plano que passa pelo ponto A(3,7,0) e é paralelo aos vetores 
V=-4+3ew=-2/-—-6k. Resp: 3x-—-4y4+2z+18=0 


A 42 Calcule os valores dem e n para os quais 3x + 2my — 4nz = 10 e9x —- By +7z=—S4 


sejam equações de planos paralelos. Resp.:m= a n= = 


A 43 Calcule o valor de m para o qual os planos 2mx— my +11z—5 = 0 ex+3y+4mz+10 = 0 
são ortogonais. Resp: m=0 


A 44 Escreva a equação cartesiana do plano a sendo conhecidas suas equações paramétricas 
x=3-2p439,y=-—-4+p-5bqg,z=84+3p-29, comp, ge R. Resp.: 13x+by4+7z—-75=0 


A 45 Determine a equação do plano que é paralelo ao plano 3x — 10y +4z— 7 = 0 e que passa 
pelo ponto (2,1, -3). Resp.: 3x— 10y+4z2+16=0 


A 46 Escreva a equação da reta que passa pelo ponto (5,4,2) e é ortogonal ao plano cuja 
equação cartesiana é3x+3y —bz+4=0. Resp:x=5+3ty=4+3tz=2-5bt,tEeR 


A 47 Dados A(4,5,5) e B(6, -3, —1), determine a equação do plano que é ortogonal ao seg- 
mento AB e passa pelo ponto médio dele. (Equivale a achar todos os pontos equidistantes de 
AedeB.) Resp:x-—-4y-32+5=0 


A 48 Calcule a distância entre os planos 3x + Ty — 42 +1=0e-6x— 14y+82+13=0. 
Resp.: Er 
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5+2t 
6—-8t te R 
1+3t 


A 49 Calcule as medidas dos ângulos que o vetor diretor da reta 


SN x 
| 


; . 2. 8 3. 
forma com os eixos x, yez. Resp.: arccos VIT arccos VIT? arccos VT 


A 50 Uma reta passa pela origem (0,0,0) e intersecta perpendicularmente um plano a no ponto 
P(4,3,1). Determine a equação cartesiana de a. Resp: 4x+3y+z-—-26=0 


A 51 Encontre as equações simétricas da reta que passa pelos pontos A(1,5,0) e B(2,7,0). 
Compare sua resposta com a equação da reta que passa pelos pontos P(1,5) e Q(2,7) no plano 
z = 0, usando a conhecida fórmula y — yo = m(x— xo). Resp: x—2= +, Z=0 


B18Seca 0 b+0ec0, mostre que a equação do plano que passa pelos pontos 
RREO VERVE 

,0,0),(0,b,0 0,0, —+>+-=1. 

(a Ras Je( Edo nd 

B 19 Encontre a equação do plano que contém as retasr:x=t+2,y=3t-—-5,z=5t+1, 

teRêeéx-s-sy=38-10,2=0-025s€R. JMRespoixtry-22=7=0 


B 20 Determine a equação do plano paralelo a 4x — 4y + 32 = 11 e que contém a reta 
x=-3+3ty=7-3tz=2-8tteR. Resp.: 4x —-4y+32+4+34=0 


B 21 Calcule o valor de d para o qual o plano 2x — 3y +5z + d = 0 esteja a uma distância de 
10 unidades da origem (0,0,0). Resp.: d=+10V38 
Pe a EMA o 


5 Do apt 16 5 a a 





B 22 Calcule a distância entre as retas r: 
. 16 
Resp.: oi 


B 23 Determine a posição relativa e calcule a distância entre as retas r : x = 3+4t, 


y=-I+2tz=44+3tteR es:x=-3-uy=4+uz=-b+2uuezR. 


: 115 
Resp.: reversas, EG 


B 24 Determine a posição relativa e calcule a distância entre as retas r : x = 3+4t, 
y=-1I+2tz=4+3tteR es:x=-3-8uy=4-4uz=-5-6Gu,ueR 


Resp.: paralelas, 4/5" 


B 25 Dadas as retas concorrentes r: x=2+t,y=1-tz=1+4ttEeR e s:x=2, 


y=u+2,72=3u0+4,u€ER, determine a equação da reta bissetriz do ângulo (r,s). (Sugestão: 
sendo V e w os vetores diretores das retas, considere o vetor rm + ma) 


a = É = i 1 J 3 4 
Resp 2 de AR 2 E ao ate ME R 








B 26 Determine os valores dem en para que a retar:x=tiy=2t-—-3,7=4-t esteja 
contida no plano m:nx+my-—-z-2=0. Resp:m=-2,n=3 


B 27 Determine a interseção dos planos x — y + 27 = 3, 2X ap Que per 
Resp:x=5-ty=t-1, z=tteR 
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B 28 Calcule a distância do ponto P(4, —-3, —2) à interseção da retar:x=2- ty =3+t, 
z=2t,teR comoplanox+y+z-—-3=0. Resp.: v26 








B 29 Calcule a distância da reta 20 = e pane Re 


= â â ao plano 4x— y+32—-8 = O. Resp.: 


33 
v26 


B 30 Determine a interseção da reta definida pela interseção dos planos 


ER RE = 0 
2X Ryo sed co 1) 


com o plano que passa pelos pontos A(2, 3, -2), B(1,3,0) eC(0,-2,1). Resp: (E, == 


B 31 Para que valor de m o plano 5x — 3my + z+1 é paralelo à reta 


Resp.: m=£ 





- ; x 
B 32 Determine a equação do plano que contém as retas r : 3 = = 
DA CY 22 


E a EE Resp.: 14x + 17y4+222-12=0 





B 33 Verifique se a reta 


AX = 2/4 172.2 0 
3x+y—-z+4 = 0 


está contida no plano rm: 6x—- 8y+2327— 14 = 0.  Resp.: a reta está contida no plano 


x Do p=d 

B 34 Determine os pontos onde o plano 7 : y = 2+2p-—-q encontra os eixos y ez 
Z = 3+5p+39 

nos pontos A e B, respectivamente. Encontre a equação da reta AB. 

Resp.: A(0,3,0),B(0,0,-2),x=0,y=3-3t,z=-2t,tER 


xXx ersl=t xXx = 4-—-2m 
B 35 Mostre queasretasr:4 y = 2E teR es:4 y = -—10+4m ,meR, 
Zz = 4+5t z => —-21+10m 


são coincidentes. 


B 36 Encontre a reta que passa pelo ponto A(1,0,2) e intersecta perpendicularmente a reta 
rix=-2+t, y=3+t, z=4+2t, te R. Resp: x=14225,y=-l4s,z=2-4s,seR 
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C 22 Dados três pontos não colineares A(aj, a», a3), B(bi, bs, b3) e C(ci, 0,03), mostre que a 
equação do plano que passa por eles é dada por 


X— a yYy— a Z-— d3 
bi— à bo — à ba — as =0 
CG — ad O — do CC — ds 


que é o mesmo que 


3a yo az 

di do d3 1 Ex 
bi b bz; 1 E 
CG O C3 1 


C 23 A interseção de três planos pode ser determinada através da resolução do sistema linear 


axtby+az = d 
axtby+toz = d 
asx + bsy + G2Z ds 


Sei=aitajtak,b=bi+bj+bk C=airtoj+toked=dai+dhjh+ dk, então 


o sistema equivale à equação vetorial xa + yb + ze = d. Fazendo o produto interno dessa 
equação vetorial com o vetor bx c, verifique que a solução x pode ser calculada pela fórmula 

















d,b, E 
— E = a ou seja, 
[3, b, €] 
dh bh q 
db bb 0 
ds ba Ca 
KEN Si 
a1 bj [6] 
do ba C 
dz ba C3 
De modo análogo, multiplicando-se a equação vetorial por a x Cepora x b, verifique que as 
ERR oi a,b, d 
soluções y e z podem ser calculadas pelas fórmulas y = E = | ez= lã = il Este resultado 
[a, b, d] [à, b, €] 
é conhecido pelo nome de Regra de Cramer. 
C24 Verifique se a reta formada pela interseção dos planos 2x — 3y + 5z —- 6 = 0 e 


x+5y — 7Z+10= 0 encontra o eixo dosy.  Resp.: não encontra 
C 25 Uma equação do tipo 
p(bx-—-y+4z-1)+g(2x+2y-32+2)=0 


com p, q variando livremente em R é denominado feixe de planos. Corresponde a todos os 
planos que passam pela reta interseção dos planosbx — y+4z—-1=0€e2x+2y-32+2 =0. 
Verifique se o plano 4x — 8y + 17z — 8 = O pertence a esse feixe. 

Resp.: basta fazerp=2,9g=-3 
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C 26 Mostre que a distância entre os planos paralelos a : ax + by + cz+d = 0 e 
B:ax+by+cz4d =0 é dada por 





C27 Determine o ponto P' que é simétrico a P(4,2,-1) com relação ao plang 
a:3x+2y+z—-6=0 (istoé, determine um ponto P' £ Ptal que dea = dpa e PP 
ortogonal a a.) Resp: P(>, =, =º) 


717! 
x = xXx + tw XxX = Xo + um 
C 28 Considerando as retasr: 4 y = W+tw tEeR, S:4 y = YJh+tum ,uEeR, e 
Z = Z + ty Z = Z + uws 
x = X + pv+ qm 
oplanom:4 y = y+tpw+dqmo ,pqgeR, mostre quer contémres. 


Z = Z9+ pvs + qua 


C 29 Sejam P(x,y1,71), Po(xo, yo, 22), P3lx3, Y3, 23) € PilxXa, Ya, Z4) quatro pontos no espaço 
tridimensional tais que P,, P>» e P3 não são colineares. Sea for o plano que passa por P, Pp e 
P3, mostre que a distância de P, a a é dada por 


My 4 

X yo 

X Ya 23 

e = X Ya Za E 
sy al x 2 1 x y dl 
Vo za | SE o do | SE] Des Jos d 
Var Za À Xar dg 1 x y 1 


[e 








onde deve ser calculado o valor absoluto do determinante do numerador. (Sugestão: o nume- 


rador é o volume do paralelepípedo definido por PP, RP; e PP, e o denominador é a área do 
paralelogramo definido por PP e PP3. ) 





92 


CAPÍTULO 4. RETAS E PLANOS 


Capítulo 5 


Cônicas 


Neste capítulo fazemos uma breve introdução ao estudo das cônicas: interessante família de 
curvas que são estudadas desde a antiguidade (há mais de 2000 anos). São curvas que podem 
ser obtidas através da interseção de um plano com um cone. Dependendo da posição relativa 
desses objetos podemos ter uma circunferência, uma elipse, uma hipérbole ou uma parábola, 
além de casos degenerados como um ponto, uma reta ou um par de retas. 





| | I 
Circunferência Elipse Parábola Hipérbole 
> cc 
4 
Ponto Duas retas Reta 
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5.1 Circunferência 


Dado um ponto C(xo, yo) em um plano a e um número real positivo R, chama-se circun- 
ferência de centro C e raio R ao conjunto de todos os pontos P(x,y) de a que estão a uma 
distância constante iguala R de €. 








Circunferência de centro Ceraio R =(Pealdec=R) 





Como dpc = v (x — xo)? + (y — yo)? temos que o ponto P pertence à circunferência de 
centro C e raio R se, e somente se, (x — x)2+(y— Wo) = R, ou seja, 


(x—- x) +(y— yo) = Rº 


Essa é considerada a equação reduzida da circunferência. 

Desenvolvendo os quadrados da equação reduzida, obtemos x? —-2xxo+X5 +? —2yyo+ XY = 
R? que é o mesmo que x? + y? —2xx — 2yy + (X + y — R2) = 0. Essa equação é da forma 
x +y2 + Ax+ By+4 C=0e é denominada equação normal da circunferência. 





Exemplo 5.1 4 equação da circunferência de centro C(1,2) e raio 3 é dada por 
(x-1)2+(y-2)22=3º que éequivalenteax2+y? —-2x—-4y —-4=0. 


Exemplo 5.2 Vamos determinar o centro e o raio da circunferência x2+y? —- 4x —-8y+6=0. 
Para isso, reordenamos a equação na forma (x? — 4x) + (y? — 8y) = —6. Agora fazemos um 
“completamento de quadrado” : para que x? — 4x seja o quadrado de uma diferença, falta somar 
um 4 a essa expressão e para que y? — 8y também seja um quadrado de uma diferença, falta 
somar um 16. Para não alterar o valor numérico da expressão, adicionamos esses valores aos 
dois membros da equação: (x? —- 4x +4)+(yº? —- 8y+4+ 16) = —6+4+16. Logo, a equação da 
circunferência pode ser escrita na forma 

(x o «522 + E da 

X—X0 
de onde podemos reconhecer uma circunferência de centro (x, yo) = (2,4) e raio R = v14, 

Em geral, para completar o quadrado de uma expressão como x? + bx, deve-se somar a 


constante (=)?. Esse valor deve ser somado aos dois membros de uma equação ou ser somado 
e subtraído do mesmo termo. 
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5.2  Elipse 


Dados dois pontos F; e F, pertencentes a um plano a, seja 2c a distância entre eles. Elipse 
é o conjunto de todos os pontos P(x,y) de a cuja soma das distâncias a F, e a F, é um valor 
constante 2a (2a > 20). 


Elipse= (Pea |dpr, + der = 2a) 





Na figura anterior, temos: dar, + dar, = 2a, den + der, = 2a, dent decr = 2a, dor tdop = 
2a, der, + der, = 2a. Isso significa que os pontos P, 4, B,C, D, E pertencem à elipse. 

Uma elipse pode ser obtida através da interseção de um cone com um plano que não passe 
pelo vértice, não seja paralelo à geratriz e que corte apenas uma das folhas em algum ponto, 
conforme mostrado na figura a seguir. 
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Principais elementos de uma elipse 


Consideremos a elipse da figura a seguir: 
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B; 


e F; e F; são denominados focos e a distância entre eles é denominada distância focal e é 
denotada por 2c. 


O ponto O, ponto médio de Fj F>, é denominado centro e Ai, As, Bi, B> são os vértices. 
e A;jA, é O eixo maior cuja medida é denotada por 2a. 


e 6,6; é o eixo menor cuja medida é denotada por 2b. 


A razão e = c/a é denominada excentricidade. Na elipse, temos que O <e<1. 

e Se P for um ponto da elipse, as distâncias dpr, e dpr, são denominadas raios focais. 
Observação 5.1 Observe que dar + dar = dan + des, = das = 29 e que 2a = den + 
dB, = 2dB,r, O que implica dB,r, = à. 
Observação 5.2 No triângulo OB;F> podemos aplicar o Teorema de Pitágoras para obter a 
relação notável: 2 = b? 4 Cc, 
Equação reduzida da elipse com eixo maior contido no eixo dos x 

Suponhamos que P(x,y) seja um ponto pertencente a uma elipse de centro O(0,0), focos 


em Ai(—c,0) e Fo(c,0), eixo maior medindo 2a e eixo menor 2h. 


y! 
P 
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Como dps, + dpr, = 2a temos que 


ve +cP+y+v(x-c2+y2=2a 





que equivale a 
VLC =D bpe=-c ry. 


Vamos simplificar essa expressão, eliminando as raízes quadradas. Para isso, vamos elevar os 
dois membros ao quadrado: 


(VR PHP) = (2a- VP +y 
que implica 
(x+o)+y=42-4aV(x- PL +y+tixo o) +y. 


Desenvolvendo os quadrados da soma e da diferença e isolando o radical no segundo membro, 


obtemos 
4xc— 49º = 4a (x- c2+y2, 


Dividindo por 4 e elevando novamente ambos os membros ao quadrado: 

(xe — 2 = (ca PY 
que implica 

x*c -Da2xcrat=a(xX -Ixc+ ec +y?) 

que equivale a 

(2 -c)x + ay" = 2º(2º — c?). 
Como à? = b?4+c? temos que 2? — c? = b? e daí a equação anterior é equivalente a b2x2+a?y? — 
ab”, Dividindo os dois membros por a2b?, obtemos finalmente a equação reduzida da elipse: 


x? y? 


2" p? 
Exemplo 5.3 Determine a equação e os vértices da elipse de centro na origem cujo comprimento 
do eixo maior é 12 e cuja distância focal é 8. 


= 1. 


y4 





SY 
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Temos2a=12e2c=8. Logo, a=6ec=4. Da, b?=3º-c?=36-16=20€a equação 
x Ve 
daelpseé— +— = 1 
DT 
Fazendo x = O nessa equação, obtemos y? = 20, ou seja, y = +v20. Fazendo y = 0 
na equação, obtemos x? = 36, isto é, x = +6. Portanto, os vértices da elipse são os pontos 


(0,20), (0, — 20), (6,0) e (—6,0). 


Equação reduzida da elipse com eixo maior contido no eixo dos y 


Vamos agora determinar a equação de uma elipse com centro na origem, focos nos pontos 
F(0,c) e Fo(0, —c), eixo maior medindo 2a e eixo menor 2b. 











Seja P(x,y) um ponto qualquer da elipse. A partir de dpr, + dpr, = 2a obtemos 





Vet(y+cL+vV2+(y—-c)2=2a. 


Isolando um dos radicais em um dos membros e elevando ao quadrado os dois membros duas 
vezes, obtemos depois de simplificar tudo que 


Exemplo 5.4 Determine a equação da elipse com centro na origem, eixo maior contido no eixo 
dos y medindo 14 e eixo menor 6. 
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x? y2 x y? 
Exemplo 5.5 Determine os pontos de interseção das elipses 64 + EE =l1 e A + 25 = 1. 


Em Geometria Analítica, calcular interseção é o mesmo que resolver um sistema de equações: 


2 


x? 

6q + 
XxX 

9 + 


ro IN Is 











Daí, 


Da primeira equação temos y? = 4(1 — a) e da segunda y? = 925(1 — a 
4(1— a) = 25(1— o que equivale a 2304 — 36x? = 14400 — 1600x2, ou seja, 1564x? = 12096. 
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Assim, x = +, = + = + Substituindo em uma das equações iniciais, obtemos 
2 1375 


yº = 59 O que implica y = EG 

Portanto, os pontos de interseção das elipses são: A( a va 5v55), Ba, a), 
CAE 2) é DOSGE 58) 

Exemplo 5.6 Esbocar os gráficos de 4x? + 25y? = 100 e de 25x? + 4y? = 100, indicando os 
focos em cada gráfico. 

Dividindo ambos os membros de 4x? + 25y? = 100 por 100, obtemos x — a = 1. Na 
equação reduzida da elipse, o maior dos denominadores é igual a a e o menor é b2. Sendo 
assim, a2=25eb?=-4o0oqueimplcaa=5eb=2. O maior valor entre 25 e 4 que aparece 
na fração em que o numerador é x; por isso, o eixo maior da elipse está contido no eixo dos x. 
Como a =b+c,temosc=-a-b'=52-922=091e, dai c= +21. Logo, os focos são 
A(—21,0) e F(v21,0) e o gráfico da elipse é: 











ya 
Ito 





E | 





Dividindo agora ambos os membros da segunda elipse, a 25x? +4y? = 100 por 100, obtemos 
e + E — 1. Neste caso, temos também a? = 25 eb? =4 oque implcaa=-beb=-2. 0 
maior valor entre 25 e 4 que aparece na fração em que o numerador é y2; por isso, o eixo maior 
da elipse está contido no eixo dos y. Dea? = b? + c? obtemos também que c = V'21. Logo, 
os focos são A(0, —-v21) e Fs(0, 21) e seu gráfico é: 
[, 


y 
“15 
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Observação 5.3 Quandoa=b=Rtemosquec?=a?-b? =0, logo, c = 0 ea excentricidade 
E ds ã 2 2 iz 
é iguala O. Neste caso, a equação da elipse se torna & + & = 1 que é o mesmo que xX+y2=R? 
que é a equação de uma circunferência de raio R e centro na origem. 


Elipse com centro em um ponto qualquer 


Vamos determinar agora a equação de uma elipse com centro no ponto (xo, Yo), eixo maior 
paralelo ao eixo x medindo 2a e eixo menor 2b. 

Se considerarmos um outro sistema de eixos ortogonais X e Y de tal forma que a origem O! 
desse novo sistema coincida com o ponto (xo, Yo) do sistema de eixos x e y, temos as seguintes 
relações entre x X yeY: X=x—-weY=y-—y. 


yl bd 











O To 








No sistema de eixos X e Y, a equação da elipse é x + ç = 1. No sistema de eixos x e y 
essa equação corresponde a 
(x =— xo)? EA (y= yo)? = 
a? b? 
Neste caso, os focos da elipse são Fi(xo — €,Yo) e Fo(xo + C, Yo). 
Se a elipse tiver centro em (xo, Yo), eixo maior paralelo ao eixo y medindo 2a e eixo menor 
2b, no sistema de eixos X e Y, a equação é x + ide = 1. No sistema de eixos x e y essa 
equação corresponde a 





(x— x). (y-y) = 
E POR 


Neste caso, os focos da elipse são Fi(xo, Yo — c) e Fo(xo, Yo + C). 





l; 


Observação 5.4 As coordenadas dos focos da elipse são as coordenadas do centro adicionadas 
de (0, +c), no caso do eixo maior ser paralelo ao eixo dos x, ou adicionadas de (+c, 0), no caso 
do eixo maior paralelo ao eixo dos y. 


Exemplo 5.7 Determinar a equação da elipse de centro (2,4), eixo maior paralelo ao eixo x 
medindo 10 e eixo menor 6. 
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Temosx =2,%=4,22a=10,2b=6o0queimplcaa=5beb=3. Logo, a equação da 
elipse é 


l: 





(SB) nc (y=4P.. 
o SG 


Exemplo 5.8 Determine o centro, os focos e os vértices da elipse 9x? + 16y? — 90x — 160y + 
481 = 0. 


A equação dada pode ser escrita na forma 9(x? — 10x) + 16(y? — 10y) = —481. Somando 
e subtraindo 25 = (2)? a cada expressão entre parênteses, temos: 9(x? — 10x + 25 — 25) + 
16(y2— 10y+25-— 25) = —481 que é o mesmo que 9(x— 5)? —225+16(y — 5)? — 400 = —481 
que equivale a 9(x — 5)? + 16(y — 5)? = 144, Dividindo ambos os membros por 144, temos 


(= (yes .. 
E 4 “O 





l: 


Observando essa equação, reconhecemos uma elipse de centro (xo, yo) = (5,5) e à? = 16, 
b2 = 9 queimplcac =2?-b =16-9=T7T,istoé c=v7. Portanto, os focos são 
Ailbo-cy)=(5—-V7,5)eF(xo+cyo)=(5+vV7,5). 


Para encontrar as coordenadas dos vértices, fazemos x = x) = b ey = yo = 5 na equação 
da elipse: 


sx=se tres 9Sy- 58) y=eBoy=e? 


cps>tx- SP =ltsx=b+4=x=004x=1 


Logo, os vértices são os pontos (5,8), (5,2), (9,5) e (1,5). 


5.3 Hipérbole 


Dados dois pontos distintos F, e F> pertencentes a um plano a, seja 2c a distância entre 
eles. Hipérbole é o conjunto de todos os pontos P(x,y) de a cujo módulo da diferença das 
distâncias a Ff ea F, é um valor constante 2a (0 < 23 < 2c) 


Hipérbole = (P ea | |dpr — dep| = 2a) 
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des — des] = 28; 


= 24 


Idar, Ee dar; | = 2a, Idea, = dgF;| 


Idbr — dbr| = 2a. Por isso, os pontos P, 4, B,C, D pertencem à mesma hipérbole. 


Na figura anterior, temos: 


Uma hipérbole pode ser obtida através da interseção de um cone com um plano que não 


lelo à geratriz e que corte cada folha em algum ponto, conforme 


, não seja para 


passe pelo vértice 


mostrado na figura a seguir. 








a a MARIE E IIS I ASSAR S ERA 
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Principais elementos de uma hipérbole 


Consideremos a hipérbole da figura a seguir: 
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e F; e F; são denominados focos e a distância entre eles é denominada distância focal e é 
denotada por 2c. 


e O ponto O, ponto médio de F, F>, é denominado centro e os pontos 4 e Vo são os vértices. 
A distância do centro a cada um dos focos é igual a c. 


e Y4Y é o eixo real ou transverso cuja medida é denotada por 2a. 


e WiW é o eixo conjugado cuja medida é denotada por 2b. Os pontos W4 e W> não fazem 
parte da hipérbole mas eles têm utilidade no traçado do gráfico. 


e Asretas y = +2x são denominadas assíntotas da hipérbole e são retas que se aproximam 
da hipérbole quando o módulo do valor de x aumenta. 


e A razão E = c/a é denominada excentricidade e, no caso da hipérbole, temos € > 1. 


e Se P for um ponto da hipérbole, as distâncias dps, e dpr, são denominadas raios focais. 


Observação 5.5 Observe que dar — dyr = dar — dy = dyy — 29 € daí dow = dow = a. 

Observação 5.6 Podemos aplicar o Teorema de Pitágoras para obter a seguinte relação notável: 
É 2 mê 2 

c=a+b. 

Equação reduzida da hipérbole com eixo real contido no eixo dos x 


Suponhamos que P(x,y) seja um ponto pertencente a uma hipérbole de centro O(0,0), 
focos em A(—c,0) e Fo(c, 0), eixo real medindo 2a e eixo conjugado 2b. 
Como |dpr, — dpr,| = 2a temos que dps, — dps, = +2a, ou seja, 


v(x+co2+y2- v(x-c2+y? =+2a 
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que equivale a 
v(x+c2+yº=+a3+v(x—-c2+y2. 


Elevando ao quadrado os dois membros e simplificando, obtemos: 
xc— a =+ay(x—-c2+y? 


e elevando ao quadrado e simplificando outra vez: 
ele = 2º) da E ate” = Ea 
Como c? — à? = b2, temos x2b? — y23? — a2b?. Dividindo os dois membros por a2b? obtemos 


finalmente a equação reduzida da hipérbole: 


x? e 
e pr 


Exemplo 5.9 Determine as assíntotas, os focos e a equação da hipérbole de centro na origem 
cujo comprimento do eixo real contido no eixo dos x é 8 e cuja distância focal é 12. 








Temos2a=8e2c=12. Logo, a=4ec=6. Daí, b2=c?—- a? =36- 16 = 20 que implica 
2 2 
b = 20 = 2V5 e a equação da hipérbole é = — o = 1. As equações das assíntotas são 
y=+ix= +YE x. Os focos são A(—c,0) = (—6,0) e Fo(c,0) = (6,0). 
Podemos também encontrar as interseções da hipérbole com os eixos. Para isso, basta fazer 


y = 0 na equação para obtermos x = +6. 


Exemplo 5.10 Determine as assíntotas e os focos da hipérbole 64x? — 16y? = 1024. 
A; 64 2. 16,2 1024 ER YE 
Dividindo ambos os membros por 1024, obtemos 1024X— 1024 = 1024" Ou Seja, Tg 64 — E 
Como o xº aparece nessa equação em um termo positivo, o eixo real da hipérbole é contido no 
eixo dos x. Nesse tipo de equação padrão, o valor de a? é o denominador do termo positivo e 


b? é o do termo negativo. Logo, a = 16 eb? = 64 0 que implicaa=4eb=8. 
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Como c? =22+bº = 164 64 = 80, temos c = 80 = 445. Concluímos que as assíntotas 
são as retas y = tÊx = +2x e os focos são F(—4v5,0) e (45,0). 


Equação reduzida da hipérbole com eixo real contido no eixo dos y 


Suponhamos que P(x,y) seja um ponto pertencente a uma hipérbole de centro O(0,0), 
focos em A(0,c) e Fo(0, —c), eixo real medindo 2a e eixo conjugado 2b. 


Como |dpr, — dpr,| = 2a temos que dps, — dpr, = +2a, ou seja, 





vVe+(y-P+y-v2+(y+0c)2 =<+2a 


que equivale a 
v2+(y-c2=+a2+vx+(y+c). 
Elevando ao quadrado os dois membros duas vezes e simplificando, obtemos: 
atos E a?) Ea xa? = ate” =: a) 


Como c? — à? = b2, temos y2b? — x23? — a2b?. Dividindo os dois membros por a2b? obtemos 
outra forma de equação reduzida da hipérbole: 
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Exemplo 5.11 Determine as assíntotas e os focos da hipérbole cuja equação é 


25yº — 16x? = 400. 


o doi 25,2. 16,2 — 400 a E pre 
Dividindo ambos os membros por 400, obtemos &oY mos — amo OUSGA a A. 


Como o x? aparece nessa equação em um termo negativo, o eixo real da hipérbole é vertical 
(contido no eixo dos y). O valor de a? nesse tipo padrão de equação é o denominador do termo 
positivo e b? é o denominador do termo negativo. Logo, à = 16 eb? = 25 o que implica a = 4 
ED, 
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Como c? = 3924 b?, temos c? = 16+25 = 41 e, daí, c = v41. Concluímos então que as 
assíntotas são as retas y = +x e os focos são (0, 41) e (0, —v41). 


Observação 5.7 Resolvendo a equação a — E = 1 para y, obtemos y = +2vx? — 2º. 


e Sex?- 32º <0 ou, equivalentemente, —a< x < a, então não existem pontos no gráfico. 
No entanto, existem pontos no gráfico sex > a oux<—a. 


e No primeiro quadrante (ou seja, quando x > 0 ey >0) temos que y = dx? — àº que é 


uma parte do gráfico da hipérbole se aproxima da reta y = e Para verificar isso, basta 


bora 7) | à [eo rt ed) - 








o b 
calcular o limite: lim Ei 





x—00 a x—>o00 d Xx+ sv x — 22 
2 
a 
lim = 0. Vale um resultado análogo para os outros quadrantes. 
ax>00 x +vyx2— à? E 


Hipérbole com centro em um ponto qualquer 


Vamos determinar agora a equação de uma hipérbole com centro no ponto (xo, Yo) e eixo 
real paralelo ao eixo x medindo 2a e eixo conjugado 2b. 

Se considerarmos um outro sistema de eixos ortogonais X e Y de tal forma que a origem O! 
desse novo sistema coincida com (xo, Yo) do sistema de eixos x e y, temos que X = x— x e 


LAR da 


vi 


cá 




















: ; e por z 2 2 : : 
No sistema de eixos X e Y, a equação da hipérbole é Se — = — 1. No sistema de eixos x e 


Y, essa equação corresponde a 





Neste caso, os focos da hipérbole são Fi(xo — c, yo) e Fo(xo + C, Yo) e as assíntotas são retas 
que passam pelo ponto (xo, Yo) com declividades +2, Isto é, 


b 
Yo — + (x o CD 
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Se a hipérbole tiver centro em (xo, Yo), eixo real paralelo ao eixo y medindo 2a e eixo 

s g g ne & x2 y2 : o 
conjugado 2b, no sistema de eixos X e Y, a equação é 5 — = = 1. No sistema de eixos x e y 
essa equação corresponde a 





Neste caso, os focos da hipérbole são as coordenadas do centro adicionadas de (0, +c) ou 
(+c,0), ou seja, Fi(xo, Yo — c) e Fo(xo, yo + Cc). As assíntotas são retas com declividades +& 
que passam pelo centro cujas equações são 


a 
yY— Yo = d(x ="). 


Exemplo 5.12 Determinar os focos da hipérbole x? —- 8x — y2 = 11 


Como (=)? = 16, somamos 16 aos dois membros da equação: (x? —-8x+16)—y? = 11+16 
que equivale a (x — 4)2 — y2 = 97. Dividindo os dois membros por 27 obtemos 


E DO = 
Er 2d. 


de onde reconhecemos a equação de uma hipérbole de centro (4,0), à = 27 eb? = 927. Daí, 
= +b=540 que implica c= 54 = 3/6. 

Como na equação padrão o x aparece em um termo positivo, o eixo real é paralelo ao eixo 
dos x. Logo, os focos são Fi(4 — 36,0) e Fo(4 + 346,0). 


Exemplo 5.13 Calcular os focos e as assíntotas da hipérbole 25x? — 4y2 + 50x — 40y — 175 = 0. 
A equação dada pode ser escrita na forma 25(x2 +2x)—4(y2+10y) = 175 que é equivalente 


25(X +2x+1—1)-4(yº + 10y +25 — 25) = 175, 
ou seja, 25(x + 1)? — 25 — 4(y + 5)? + 100 = 175 isto é, 
25(x + 1)? — 4(y + 5)? = 100. 
Dividindo ambos os membros por 100, obtemos a equação da hipérbole no seu formato padrão: 


E dane É O a) 


4 2a f 





Observando essa equação, concluímos que o centro da hipérbole é o ponto (—1, —5), 22 = 4, 
b2=25=>a=2,b=5equeo eixo real é paralelo ao eixo dos x (porque o x aparece no termo 
positivo da equação no formato padrão). 
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Daí, obtemos &? = 22 + b? = 29 > c = v29, os focos são os pontos A(—1 — v29,-5) e 
Fo(-1 + 29, —5) e as assíntotas são y +5 = +2(x + 1). 


Exemplo 5.14 Calcular os focos e as assíntotas da hipérbole 49yº — 9x2 +294y+72x— 144 = 0. 


A equação dada pode ser escrita na forma 49(yº +6y) — 9(x? — 8x) = 144 que é equivalente a 
49(y2+6y+9-9)—9(x?—-8x+16-—16) = 144, ou seja, 49(y+3)?—-441-9(x—4)2+144 = 144 
isto é, 49(y+3)2—- 9(x— 4)? = 441. Dividindo ambos os membros por 441, obtemos a equação 
da hipérbole no seu formato padrão: 





A partir daí, concluímos que o centro da hipérbole é o ponto (4,-3),22 =9,bº=49 => a = 
3b=7Tequeo eixo real é paralelo ao eixo dos y (porque o y aparece no termo positivo da 
equação no formato padrão). 
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Daí, obtemos c? = 322 +b? = 58 > c = v58, os focos são os pontos Fi(4, -3 — 58) e 
Fo(4, —3 + 58) e as assíntotas são y +3 = + (x — 4). 


5.4 Parábola 


Dados um ponto F e uma reta d em um plano a, com F g d, parábola é o conjunto de 
todos os pontos de a que são equidistantes de F e de d. 


Parábola = (P ce a | dpr = dpa) 


















































Na figura anterior, temos: dpr =— dppr, dar =— das, der =— dee, der =— dec e dvr =— dvvr, 
porque os pontos P, 4, B,C,V pertencem a essa parábola. 
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Principais elementos de uma parábola 


Ainda com relação à parábola da figura anterior: 


e O ponto F é chamado foco da parábola. 

e Areta déa diretriz. 

e O ponto Véo vértice. 

e À reta que passa por Ve Fé o eixo de simetria. 


e p= dyr = dvy: é denominado o parâmetro. 


Equação reduzida da parábola com vértice na origem e foco no eixo dos y 


Em um sistema de eixos cartesianos, consideremos um ponto P(x, y) pertencente a uma 
parábola com vértice no ponto V(0,0) e foco em F(0,p), conforme mostrado na seguinte 
figura: 























Neste caso, a diretriz é a reta d cuja equação é y = —p e o ponto P' tem coordenadas 
(x, —p). Como dps = dpp:, temos: 


Ve = 0-2 "0-(o, 





ou seja, 





ve +(y-p2=v(y+p)?. 


Daí, elevando-se ambos os membros ao quadrado, obtemos: 
pg pilar po. 
Desenvolvendo os quadrados e simplificando, obtemos a equação reduzida da parábola: 


x = 4py. 
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Equação reduzida da parábola com vértice na origem e foco no eixo dos x 
No caso do vértice ser o ponto V(0,0) e o foco F(p, 0), então P' tem coordenadas (—p, y) 
e dpr = dpp: é equivalente a 
vt p2+(y-0)2=v(x+p2+(y—y)? 


que elevando-se ao quadrado os dois membros e simplificando o resultado, obtemos um outro 
caso de equação reduzida da parábola: 








y2 = 4px. 























Equações de parábolas em posição padrão 


Quando o eixo de simetria da parábola coincide com o eixo dos y e o vértice é a origem 
(0,0) o foco pode ser o ponto (0, p) ou o ponto (0, —p), ou seja, o foco pode ficar acima ou 
abaixo do vértice. Se o foco ficar acima do vértice, a equação da parábola é x? = 4py e se ficar 
abaixo, é x) = —4py. 


yA 


























y=-p 
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Em uma situação análoga, quando o eixo de simetria da parábola coincide com o eixo dos x 
e o vértice é a origem (0,0), o foco pode ser o ponto (p,0) ou o ponto (—p, 0), ou seja, o foco 
pode ficar à direita ou à esquerda do vértice. Se o foco ficar à direita do vértice, a equação da 
parábola é y? = 4px e se ficar à esquerda, é y? = —4px. 











T=p 














Uma parábola pode ser obtida através da interseção de um cone com um plano que não 
passe pelo vértice e seja paralelo à geratriz, conforme mostrado na figura a seguir. 





Parábola com vértice em um ponto qualquer 


Vamos determinar agora a equação de uma parábola com vértice no ponto (xo, Yo), foco no 
ponto (xo, Yo + p) e eixo de simetria paralelo ao eixo dos y. 

Se considerarmos um sistema de eixos ortogonais X e Y de tal forma que a origem O! desse 
novo sistema coincida com o ponto (xo, Yo) do sistema de eixos x e y, então temos as seguintes 
relações: X=x—xweY =y-—yo. 
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No sistema de eixos X e Y, a equação da parábola é X? = 4pY. No sistema de eixos x e y, 
essa equação corresponde a 
(x — xo)? = 4p(y — yo). 


Neste caso, a diretriz é a reta y = yo — p. 
De forma semelhante, obtemos também que a equação da parábola com vértice (xo, Yo) e 
e foco em (xo, Yo — P) e eixo de simetria paralelo ao eixo dos y é (x— xo)? = —4p(y — yo) € 
a diretriz é a reta y = yo + p. 


e foco em (x) + Pp, Yo) e eixo de simetria paralelo ao eixo dos x é (y— yo)? = 4p(x—- m) e a 
diretriz é a reta x= X — p. 

e foco em (x) — Pp, Yo) e eixo de simetria paralelo ao eixo dos x é (y— yo)? = —4p(x— x) € 
a diretriz é a reta x= X + p. 


Exemplo 5.15 Determine o vértice, o foco e a diretriz da parábola y = x? — 5x + 6. 
Como a metade de —5 elevada ao quadrado é igual a £, somamos e subtraímos esse valor 


da equação dada para obter: 
25 25 
== 2 — —— |) — — 
y=(X—5x+ A ) q 6 
que é o mesmo que 
Ba Ad 
sd a 5) "a 


ou seja, 
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que é o formato padrão da equação de uma parábola com eixo de simetria paralelo ao eixo 
dos y, vértice V(xo. Yo) = (E—-2) e4p = 1, isto é p= 5. Logo, o foco é o ponto F(2,0) 


(= V+(0,p))eadiretrizéaretay=-> (= -1-0p). 


0) 














to] — 
na 


Podemos agora fazer um pequeno teste para verificar se a propriedade básica da parábola é 
verificada neste exemplo. Para isso, escolhemos um valor de x aleatoriamente, digamos x = 4, 
e calculamos o respectivo valor de y: y= 16-20 +6=2. Logo, o ponto P(4,2) pertence à 
parábola. Calculamos agora as distâncias de P a Fe a P(4, —5) pertencente à diretriz. 





o der=(4-3P+(2-02=2+4= = 





ode = (444 (2-2 =/G7=3 


Observe que as distâncias obtidas são iguais e, assim, a propriedade básica da parábola fica 
verificada. 


Exemplo 5.16 Determine o vértice, o foco e a diretriz da parábola 7x = y? — 6y + 16. 
Como a metade de —6 elevada ao quadrado é igual a 9, somamos e subtraímos esse valor 


da equação dada para obter: 7x = (y2—- 6y+4+9)— 9+16 que é o mesmo que Tx = (y—-3)2 +77, 
ou seja, 
= 2 = = 
G-3P= 180) 
y—yo 4p xo 


que é o formato padrão da equação de uma parábola de eixo de simetria paralelo ao eixo dos 
x, vértice V(xo, yo) = (1,3) e4p=T, isto é, p= L. 
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Logo, o foco é o ponto F(Z,3) (=V+(p,0))eadiretrizéaretax=-5 (= »w-—p). 


5.5 Equações paramétricas 
As funções trigonométricas podem ser usadas para parametrizar uma elipse ou uma hipérbole. 


Elipse 


Ê ' 2 2 E A : E 
Consideremos a elipse & + 5 = 1, seu centro O e as circunferências de centro em O e raios 
iguaisaaeab. 














Sejam P(x, y) um ponto da elipse, D a interseção da circunferência de raio b com a reta que 
passa por P e paralela ao eixo dos x, C a interseção da circunferência de raio a com a reta que 
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passa por P e paralela ao eixo dos y, E a interseção da reta que passa por D e paralela ao eixo 
dos y com o eixo maior, F a interseção da reta que passa por P e paralela ao eixo dos y com 
o eixo maior da elipse, 8 a medida do ângulo EOD. 


No triângulo retângulo EOD temos que 55 = senô, ou seja, 4 = senô o que implica 
y = bsenô0. No triângulo retângulo FOC temos que Se = COs0, ou seja, = cosó que 


implica x = acosô. Quando 6 dá uma volta completa, o ponto P percorre toda a elipse. 
: 7 E Eae ; 2 ads 

Assim, podemos considerar que as equações paramétricas da elipse a + [e = 1 são x = acosô, 

y = bsen6 com 9 € [0,27]. 


Hipérbole 


Consideremos agora a hipérbole a se gs = 1, seu centro O e as circunferências de centro em 
O eraiosiguaisa aea b. Sejam P(x, y) um ponto da hipérbole, A a interseção da circunferência 
de raio b com a reta paralela ao eixo dos x e passa pelo ponto O, B a interseção da reta que 
passa por P e paralela paralela ao eixo dos x com a reta tangente à circunferência de raio b no 
ponto 4, € a interseção da circunferência de raio a com a reta que passa pelos pontos O e B, 
D a interseção da reta que passa pelos pontos O e A com a reta tangente à circunferência de 
raio a no ponto €, O a medida do ângulo AOB. 











No triângulo retângulo AOB temos que a = tg0, ou seja, 4 = tg9 o que implica y = btg 6. 
No triângulo retângulo OCD temos que = = cos0, ou seja, 2 = cos0 que implica x = = 


que equivale a x = asecô. Quando 6 dá uma volta completa, o ponto P percorre toda a 
e. ' F As E E e SA 2 
hipérbole. Assim, podemos considerar que as equações paramétricas da hipérbole ç — E =" 
são x =asec6, y = btgo com 6 E [0,27], 0£7Te0 

Se o centro da elipse ou da hipérbole for um ponto (xo, yo), então basta trocar x por x — xo 
ey por y — y nas parametrizações anteriores. Assim, as equações paramétricas da elipse 
(x—x0)2 EE (W-yo)2 1são x= x + 0 =a b [a da hipérbol (xo) (yo)? 1 

E = xo+ acos0, y = yo+ bsend e as da hipérbole “= = 


92 


são x=xo+atg0, y = Yo + bsec6. 








Outras parametrização sem o uso das funções trigonométricas também são possíveis. 
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Rotação de eixos 





0) 


Consideremos um ponto P(x, y) em um sistema de eixos ortogonais x e y. Girando os eixos 
x e y de um ângulo a em torno da origem, obtemos novos eixos X e Y. Queremos determinar 
as coordenadas do ponto P nesse novo sistema de eixos ortogonais. Essas coordenadas serão 
dadas pelas medidas dos segmentos OB e BP. 

Seja 6 a medida do ângulo BOP. No triângulo retângulo OBP temos cosB = se e 


senB = 55. que é o mesmo que cosB = 5 esenB = isto é X = OP-cosBe 
Y =OP-sen 6. 


No triângulo retângulo OAP temos que cos(a + B) = Ss e sen(a + B) = as que é o mesmo 
que cos(a + 6) = 5; esen(a +B) = 5, ou seja, x= OP -cos(a+B)ey = OP -sen(a + 6). 
Usando as fórmulas trigonométricas para o seno e o cosseno da soma de dois arcos, obtemos: 


x= OPcosBcosa — OPsenbBsena, 
Nm” Nm 


X Dá 


y= OPcosBsena+ OPsengcosa. 
Sa mma? Sa mma? 


XxX E dá 


Logo, a relação entre (X,Y) e (x,y) é dada pelas fórmulas: 
x=Xcosa-— Ysena, 
y=Xsena+Ycosa. 


Exemplo 5.17 Suponhamos que o sistema de eixos x e y seja girado de 45º no sentido anti- 
horário em torno da origem e que obtemos dessa forma um sistema de eixos X e Y. Obtenha 
a equação da curva xy = 1 nesse novo sistema de eixos. 


Como cos45º = sen45º = Y2, obtemos x = Xcos45º — Ysen45º = XyV2  Yy2 
y = Xcos45º + Ysen45º = Xyz + ty, Substituindo na equação dada, obtemos: 








gy => (E ABS O ja, (O (MO = uma el =. 
Sendo assim, a equação dada é a de uma hipérbole. 
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Propriedades óticas das cônicas 


As propriedades óticas estão entre as mais notáveis da elipse, hipérbole e parábola. Podem 
ser enunciadas da seguinte forma: 


e À tangente à elipse em um ponto P forma ângulos a e É iguais com os segmentos dos 
raios focais PF, e PF, e passa por fora do ângulo FyPFs,. 


e À tangente à hipérbole em um ponto P forma ângulos a e É iguais com os segmentos dos 
raios focais PF; e PF, e passa no interior do ângulo FjPF». 


e O ângulo a que a tangente à parábola em um ponto P forma com a semirreta traçada 
pelo ponto P, paralela ao eixo de simetria, é igual ao ângulo É que a tangente forma com 
com o segmento do raio focal PF. 








Muitas aplicações das cônicas se baseiam nessas propriedades. Por exemplo, se uma fonte 
luminosa for colocada no foco de um espelho parabólico, os raios luminosos são refletidos na 
direção paralela ao eixo de simetria. 

















Além disso, as cônicas ocorrem frequentemente em fenômenos naturais como por exemplo na 
trajetória de um jato d'água que jorra de uma fonte, como na foto a seguir, tirada no Sculpture 
Garden em Washington, USA. 
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5.6 Exercícios Resolvidos 


R 5.1 Escreva a equação da hipérbole cujos focos são H(1,3) e Fo(1,9) e cuja diferença entre 
os raios focais é 4. 


Solução: A distância focal é2c — dg, — 6> c=3. A diferença entre os raios focais é 
denotada por 2a; logo, 2a=4=> a=2. Como c?=a2+4+b?, temosb?=c?- 2 =9-4=5. 
Como o eixo real está contido na reta x = 1 (vertical) e o centro é (1,6), o ponto médio de 


A, a equação da hipérbole é O Sr o oi = 1, ou seja, 


= 8)  (e=ay 


= 1. 
4 ç 





R 5.2 Determine os focos da hipérbole 25y? — 100x? = 1. 





2 2 
= - ss ; y x 
Solução: A equação da hipérbole é equivalente a >—- — =— = 1. O denominador do termo 
: 25 100, : : 
positivo do aa membro éiguala ze; logo? = ceP=D>C=4b=2+m" 5 
Cc =— É na Concluímos dessa forma que os focos da hipérbole são os pontos 


A(O, v5) e H(o, (0,48), 


R 5.3 Determine o centro, os focos, os vértices e esboce o gráfico da elipse cuja equação é 





9x +4yº —-18x— 16y-11=0. 
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Solução: A equação pode ser escrita na forma (9x? — 18x) + (4yº — 16y) = 11 que é o mesmo 
que 
9(xX -2>)+4(yº -4y)=11, 
Isto é, 
9(x2-2x+1-D+4(y-4y+4-9=1159(x-1) -9+4(y-2)2 -16=11 
X—Xo Y—yYo 


pa, A, 
que equivale a 9(x — 1)2 + 4(y — 2)? = 36. 











Dividindo ambos os membros por 36, obtemos 
2 2. 
(x, (4-2) 
4 9 
Reconhecemos aí a equação reduzida de uma elipse com centro no ponto (xo,yo) = (1,2), 
a2-9eb=40queimplcaa=3,b=2,0=2-b2=9-4=5 > c=v5. Como eixo 
maior é paralelo ao eixo dos y, temos que os focos são os pontos Fi(xo, Yo — C) = (1,2 — 5) 
e Po, yo +C) = (1,2+ 45) e os vértices são (xo. yo + à) = (1,5), (Mo, Yo — à) = (1,-1), 
(o +by)=(3,2)e(l%w—b,yo)=(—1,2). 


R 5.4 Determine centro, focos, assíntotas e gráfico da hipérbole cuja equação é 


= 1. 











5y2- 4x2 + 10y- 15 = 0. 


Solução: A equação dada equivale a 5(y? + 2y) — 4X? = 15. Acrescentando +1 — 1 para 
completar o quadrado da soma, resulta 5(y2 +2y +1-—- 1) — 4x? = 15 que é o mesmo que 
5(y + 1)? — 4x? = 20. Dividindo os dois membros por 20 obtemos a equação da hipérbole no 
seu formato padrão: 


Y—yo X—X0 
E du A E 





4 5 
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A partir dessa equação concluímos o seguinte: 
e O centro é o ponto (xo, yo) = (0,—1); 


e2-=4,b=5Boqueimplcac=-2+r+b=445-9592=2,b=V5,C=3; 





e O eixo real é paralelo ao eixo dos y (vertical); 

e Os focos são Fi(xo,yo — c) = (0,-4) e Flxo, Yo + C) = (0,2); 

e Os vértices são Vi(xo, yo — à) = (0,-3) eW(xo, Yo + à) = (0,1); 

o As assíntotas são as retas y — yo = +j(x— X), isto é y+1 = + Ex 


O gráfico dessa hipérbole é mostrado na figura a seguir. 


y 4 











R 5.5 Determine a diretriz, o foco, o vértice e esboce o gráfico da parábola cuja equação é 
16y+x)-2x—- 15 =0. 


Solução: A equação é equivalente a x? — 2x = —16y + 15. Somando 1 para completar o 
quadrado da diferença, obtemos: x? — 2x +1 = —16y + 16 que equivale a 


=, 2 = = == 
(x—1) 16(y— 1) 
X—xXo —4p y—yo 


que é uma equação no formato padrão. Observando essa equação, conluímos que: 


e O eixo de simetria é paralelo ao eixo y (porque o x é o que está elevado ao quadrado) e 
a parábola está voltada para baixo (por causa do sinal negativo do coeficiente do y); 


e-—4p--16>p=4; 


o O vértice é o ponto (xo, yo) = (1,1); 
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e O foco é o ponto F(xo, Yo — p) = (1,-3); 
o Adiretrizéaretay=y+p,ouseja, y=5. 


O gráfico é o mostrado na seguinte figura: 
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R 5.6 Sendo A(10,0) e B(—5,p) pontos de uma elipse com focos em Fi(8,0) e F>(-8,0), 
calcule o perímetro do triângulo BF, F,. 


Solução: Em uma elipse, devemos ter a soma dos raios focais constante: 








der, + der — dan + dan — V(10-82+(0-0)24+/(10- (-8)2 + (0— 0)? — 20. 
O perímetro do triângulo BHF» é igual a der, + der + dar — 20+4 16 = 36, 


Sa ns dE 2 2 2 2 . 
R 5.7 Esboce os gráficos das hipérboles & — & =1e GS — & = 1 em um mesmo sistema de 
eixos cartesianos e verifique que elas têm em comum as mesmas assíntotas. Neste caso, essas 
hipérboles são chamadas conjugadas. 


são 2 Es 
Solução: Considerando “= — '5 = 1, temos: 
e O eixo real está no eixo dos x; 


.2=16,b5)=9>2=4,b=3; 





ec =-2+b=164+9=25=>c=v25=5; logo, os focos são (+5,0). 





o As assíntotas são as retas y = +2x, ou seja, y = Lx. 
E Pl o) 
Considerando agora & — & = 1, temos: 
e O eixo real está no eixo dos y; 


pes, Pesa sâbeds; 








ec -2+b=9+16=25>c=5; logo, os focos são (0, +5). 


« z = Lê — 13 
o As assintotas são as retas y = +x, ou seja, y = +jxX. 
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Os gráficos dessas duas hipérboles são mostrados a seguir. 











R 5.8 Determine a equação da parábola com foco no ponto F(4,3) e cuja diretriz é a reta 
x—8=0 


Solução: A distância do foco à diretriz é dada por2p = 8 — 4 = 4; logo, p = 2. Como à 
diretriz é vertical e está à direita do foco, deduzimos que o eixo de simetria é horizontal e o 
vértice é o ponto (xo, yo) = (88,3) = (6,3). Concluímos daí que a equação da parábola é 
(y— yo) = —4p(x — xo), ou seja, (y — 3)? = —8(x — 6) que é o mesmo que 


y -6y+8x-39=0. 


R 5.9 Ache o foco e a diretriz da parábola x = —y? +2y — 3. 


Solução: A equação dada pode ser escrita na forma y? —2y = —-x — 3. Para completar o 
quadrado da diferença, somamos 1 a ambos os membros para obter: y2?-2y+1 = —x—2 que 
é o mesmo que 
Do au (x + 13). 
pa psd 
Daí, temos que o vértice é o ponto (xo,yo) = (-2,1), —4p = —1> p= -. Concluímos que o 


foco dessa parábola é o ponto F(xo — p, Yo) = (—&, l)equeadiretrizéaretax=x +p,ou 
E = Fá 

Seja, X= 4 

R 5.10 Determine os vértices e os focos da cônica cuja equação é 


te BP = yr sp|=VI, 


Solução: Se P(x,y) for um ponto qualquer dessa cônica, as raízes quadradas da equação 
representam as distâncias de P aos pontos Fi(3, —-2) e F5(3,5) (raios focais). Como o módulo 
da diferença entre essas distâncias é constante e igual a V11, temos uma hipérbole em que 
239=Vl1l>a= cao ComoZe = das D-(-2]=7, lemos ce É. O ponto médio de 
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FF, é o centro da hipérbole que é o ponto (xo, yo) = (3, 5). Como o eixo real está contido na 


reta x = 3 (vertical), temos que os vértices são os pontos (xo, Yo — à) e (Xo, Yo + à), ou seja, 
são (3, *-V1L) e (3, tis, 


5.7 Apoio computacional 


Exemplo 5.18 Com o comando implicit plot(equação, variação do x, variação do y, opções) do 
pacote implicit plot do Maxima podemos construir gráficos de curvas definidas implicitamente 
como as cônicas. 


(%i01) 1oad(implicit plot); 
(%o01) C:/PROGRAZ/MAXIMAL.O/share/maxima/5.27.0/contrib/implicit.plot.lisp 
(ON) iimplicitalate a eyiex, 3,8, p=, 8); 
[style, [lines, 4]], [color, red]); 
(%002) 

















gnuplot graph BEI — [nmeE 
& E É Options » ol 





E 



































3.06112, -0.921964 








Exemplo 5.19 Diversas curvas podem ser construídas em um mesmo sistema de eixos. Para 
isso, basta fornecer as equações na forma de lista entre colchetes, separadas por vírgulas. Neste 
exemplo, construímos a parábola 2x = —y? +3 eaelipse —+-— =1 com-5<x<5e 


16 
—B<y<5. À primeira curva é desenhada em cor azul e a segunda em vermelho. 


(olS) Implicitplet( [Dee = =y"D + 3, x"2/16 + 72/80 = 4], Lx, -b, Bl), 
[y,-5, 5], [style, [lines, 4]], [color, blue, red]); 
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Í Es] gnuplot graph tolos) 
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2x=37"2 — 
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Além de construir gráficos, o Maxima pode ser usado para cálculos e simplificações algébricas. 
Nos exemplos a seguir, definimos duas funções que podem ser usadas no estudo da elipse. 


Exemplo 5.20 Dada uma equação do segundo grau do tipo ax? + by? + cx+dy+e=0, 
supondo que essa equação seja a de uma elipse, vamos construir no Maxima uma função 
elipse(a, b, c, d, e) que retorne a equação escrita na forma normal. 


(%i0l) elipse(la, b, c, d, e) := block(T], 
sinal(x) := if x >= O then 1 else -1, 
return((x + sinal(c/a)+abs(c/(2xa)))"2/ 
((c72/(4%a) + dº2/(4xb)-e)/a) + 
(y + sinal(d/b) *abs (d/(2+xb)))72/ 
((c72/(4+%a) + d72/(4*b)-e)/b) = 1) )$ 


Por exemplo, dada a equação 4x? + 6y? — 40x — 24y + 100 = 0, vamos escrevê-la de outra 
maneira. 


(%i02) elipse(4, 6, -40, -24, 100); 
— 2) — 52 
(%002) vo qto Do 





Exemplo 5.21 Agora, vamos construir outra função que calcule os focos de uma elipse cuja 
equação éax? + by? +cx+tdy+e=0. 


(603) focosta, b, c; d, e/i= blockilcx, cy, £x, Éy. al; bl, ci, 2d, bol, 
sinal(x) := if x >= O then 1 else -i, 
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cx : -ginal(c/a)rabs(c/(2+*a)), 

cy : -sinal(d/b)*abs(d/(2*b)), 

a0: (c'2/(4xa) + d"2/(4+xb)-e)/a, 

bO: (c72/(4xa) + d"2/(4xb)-e)/D, 

if (aO > b0O) then (al: sgrt(a0), bt: sagrt(b0)) 

else (bl: sgrt(a0), at: sart(b0)), 

ce sqrtial 2 - bi 2, 

lt (a0 > BO) then retuzntl lex + el, ex), Lex - el, emll) 
else return([[cx, cy+cll], [cx, cy-cill]) )$ 


Por exemplo, vamos calcular os focos da elipse 4x2 + 6yº — 40x — 24y + 100 = 0. 


(%i04) focos(4, 6, -40, -24, 100); 
(%o04) [[V2+ 5,2], [5 — 42,2]] 


6.8 Exercícios Propostos 


A 52 Determine a equação e esboce o gráfico da elipse que passa pelo ponto (—2,5) e cujos 
focos são (—2, -3) e(-2,3). Resp: beta + = = 


A 53 Determine a equação da elipse com centro na origem (0,0), passa pelo ponto (— 15,1), 
; . . 5 sã E , 2 
eixo maior no eixo dos x e distância focal igual a 8. — Resp.: E += 


A 54 Determine os focos da elipse 4x2 +3y? —- 4x —- 6y =8. Resp: A(5,0), Fo(5,2) 

a E (= 1) 3€ 
A 55 Determine os pontos de interseção da hipérbole A E 
xX+(y—-6)2 =10. Resp: (+3,5) 


— 1 com a circunferência 


2 2 
A 56 Determine a distância focal da hipérbole cuja equação é 5 — = =— 1. Resp.: 2v74 


A 57 Calcule a excentricidade da hipérbole cuja equação é 25x? —- 9y? = 1 Resp: e= v5a 


A 58 Determine os focos e as equações das assíntotas da hipérbole 9x2 — 16yº? = 144. 
Resp.: A(—5,0), F5(5,0), y = tix 


A 59 Uma hipérbole em que a = b é denominada equilátera. Calcule a excentricidade de uma 
hipérbole equilátera. Resp:e=v2 


A 60 Determine a equação do conjunto de pontos do plano que são equidistantes do ponto 
F(0,0) edaretad cuja equação é y = 4. Resp: x2+8y-16=0 


A 61 Achar as coordenadas do foco e a equação da diretriz da parábola de equação y? = — 16x. 
Resp.: F(—4,0), x=4 
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A 62 Determine os focos da cônica cuja equação é 
Ve -I12+(y-22+ V(X+2P+(y-2)2 = VIT. 


Resp.: Fi(1,2), Fo(—2,2) 








4 


(x=1)0, (reed) 
+ 25 =4. Resp: E=5 





A 63 Calcule a excentricidade da elipse 


A 64 Determine a equação de uma elipse de centro (4,2) sabendo que ela é tangente aos eixos 
-4)2 “932 
coordenados. Resp: CE (LA -1 


A 65 Calcule a distância focal e a excentricidade da elipse 25x? + 16y? = 400. 
Resp.: 2c=6, e=& 


B 37 Um ponto P(x,y) descreve uma curva no plano de tal forma que sua distância à reta 

x = 4 é sempre o dobro da sua distância ao ponto A(1,0). Determine a equação da curva 
5 2 2 

descrita por P. Resp: +55 =1 


B 38 Calcule a área do quadrilátero que tem dois de seus vértices coincidindo com os focos da 
elipse x? + 5y? = 20 e os outros dois são as extremidades do eixo menor.  Resp.: 16 


B 39 Determine a equação da elipse com centro na origem, que passa pelo ponto P(—2, —2) 
e que tem um dos focos no ponto (0, -v6). Resp.:2X +yº = 12 


B 40 Qual é a equação do conjunto de pontos P(x,y) cuja soma das distâncias aos pontos 


(0,-5) e (0,11) é constante igual a 36 ?  Resp.: E + lr = 





B 41 Determine os focos da hipérbole cuja equação é2xº — Ty? —- 4x + 14y — 19 = 0. 
Resp.: F(4,1) Fo(—2,1) 





B 42 Determine as equações das assíntotas da hipérbole 4yº — 16x? — 32x — 24y = 44, 
Resp.: y—-3=+2(x+ 1) 


B 43 Ache a equação da hipérbole de centro na origem que tem um foco no ponto (0, —2) e 
que passa pelo ponto (1,N'3). Resp: y?-X=2 


B 44 Determine a interseção da circunferência x + y? = 9 com a hipérbole x? — 4y2 = 4 


Resp.: 1(2/2,1), (-2/2,1), (2/2,-1), (-2V2, -D) 





B 45 Identifique a curva cujas equações paramétricas sãox = 4+3sent, y = —-2 — bBcost, 
com te R.  Resp.: Elipse fed + tried = 1 


B 46 Encontre a diretriz e o foco da parábola y = Ex? +x+2. Resp: y=0, F(-2,2) 


B 47 Os focos de uma hipérbole coincidem com os da elipse EE + E = 1. Determine a equação 


dessa hipérbole sabendo que a sua excentricidade é igual a 2. Resp.: a — rs = 1 
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B 48 Mostre que a distância entre um foco da hipérbole a — E — 1 e uma das assintotas é 
igual a b. 


B 49 Determine o foco e o vértice da parábolax = y2—-6y+8. Resp: F(-5,3), V(-1,3) 


B 50 Determine os pontos de interseção da hipérbole É É =1 coma parábola y? = 3x. 


Resp.: (2,6). (2-6). (10,030). (10,-V30) É 


B 51 Determine a equação da parábola de foco F(7,1) e diretriz x — 9 = 0. 
Resp.:y2-2y+4x-31=0 


C 30 Um segmento de comprimento 5 se desloca no plano de modo que suas extremidades A 

e B ficam sempre nos eixos do x e y, respectivamente. Determine a equação da curva descrita 
TRES) sd : 2 

por um ponto P € AB situado a 2 unidades de A.  Resp.: Ea + =1 


C 31 Determine os pontos de interseção das parábolas y = x?-2x+lex=y?-6y+7. 
Resp.: (2; l); (= 124), (SAS, o (Es, devido 





C 32 Obter as retas tangentes à elipse 5x? +3y? = 15 que são paralelas à reta y = 2x. Resp: 
y=2x+4/É 


C 33 Uma elipse com focos F1(1,2), Fo(—1, —2) e soma dos raios focais igual a 6 unidades 
tem equação dada por 


vVx-I12+(y-2L+ vv +IP+(y+22=6. 


Mostre que o eixo maior dessa elipse não é paralelo ao eixo dos x, nem ao dos y e sua equação 
pode ser simplificada para 8x? — 4xy + by? = 36. 





C 34 Mostre que se a equação geral do segundo grau nas variáveis x e y 
AX + Bxy+Cy + Dx+Ey+F=0 
com B + 0 se transforma em uma equação da forma 
AXº+CYº+DX+EY+F'=0 


se o sistema de eixos for girado de um ângulo 8 em torno da origem no sentido anti-horário, 
onde 6 satisfaz à equação cotg(20) = 4=€. 


C 35 Verifique que a equação 4x2 —-4xy +y?—-2x—14y+7 = 0, ao ser rotacionada de um ângulo 


8 tal que cotg(20) = “1 = —3 > cos(0) = q/ Sos) — v5 « cen(9) = (/ 1=S8028) . 2v5 











transforma-se na equação da parábola (Y a = Sv5 (x E 
C 36 Considerando E a excentricidade da elipse a + & =1,asretasx=—-fex=êsão 
2 2 
y 


ps o X 
chamadas diretrizes da elipse. Consideremos a elipse i + 
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a) Determine a excentricidade £, as diretrizes e os focos dessa elipse. 
Resp. =, x= Se, A(-V5,0), F(v5,0) 


b) Dê exemplo de um ponto P na elipse e calcule a distância d desse ponto à diretriz mais 
próxima e a distância r de P ao foco mais próximo. 


c) Verifique que no item anterior temos 5 =. 


x? Z 
C37 x= —£ex= êsão chamadas diretrizes da hipérbole. Consideremos a hipérbole Ep 


49 
di; 
a) Determine a excentricidade £, as diretrizes e os focos dessa hipérbole. 
Resp. c=“B x=t&s A(-V13,0), F(v13,0) 


b) Dê exemplo de um ponto P na hipérbole e calcule a distância d desse ponto à diretriz mais 
próxima e a distância r de P ao foco mais próximo. 


c) Verifique que no item anterior temos q = e. 
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Capítulo 6 


Quádricas 


6.1 


Introdução 


As superfícies do espaço tridimensional Rº que podem ser representadas por uma equação do 
segundo grau nas variáveis x, y, Z são denominadas quádricas. Podem ser dos seguintes tipos: 


Esfera (exemplo: x2+y2 + 2º = 16) 
Cilindro (exemplo: x2 + 22 = 9) 
Cone (exemplo: x2 + 22 = y?) 


Elipsóide (exemplo: & + E +E=1) 


Hiperbolóide de uma folha (exemplo: a + a — a = 1) 
Hiperbolóide de duas folhas (exemplo: a — E — E =") 


Parabolóide elíptico (exemplo: z = 4x? + y?) 


Parabolóide hiperbólico (exemplo: z = 4x? — y?) 


Além desses tipos de superfícies, uma equação do segundo grau também pode representar 
um ponto (exemplo: x? + y? + zº? = 0), uma reta (exemplo: x? + (y — 7)? = 0), um plano 
(exemplo: (x — y + 27)? = 0), entre outros. 


6.2 


Esfera 


Dado um ponto C(xo, yo, 2) E Rº e um número real positivo R, chama-se esfera de centro 
Ceraio R ao conjunto de todos os pontos do espaço cuja distâncias a C é constante e igual a 


R. 


Esfera = [P(x,y,z)€Rº | dec =R) 
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je 
[RR cad ed ra q de 2 ve 
nrvntsnoNRoamr 
————————— 








-1 
-0.8 
-0.6 
0.4.0.2 


Considerando os pontos P(x, y,Z) e C(xo, Yo, Zo), temos que 
dec=R> VS +y- + 2) =R 


que elevando ambos os membros ao quadrado resulta na equação da esfera de centro (xo, Yo, Z0) 
e raio R: 





(xP +(y—- yo) +(2—- 0) =Rº 


Exemplo 6.1 4 equação da esfera de centro na origem (0,0,0) e raio igual a 3 é 
(x-02+(y-02+(2-02=3,istoé x +y2+272=9. 


Exemplo 6.2 Vamos determinar o centro e o raio da esfera cuja equação é dada por 
“+ys+72-6x+4y-102434-0. 
Aqui, precisamos completar o quadrado da soma ou da diferença para podermos reconhecer 
o centro e o raio na equação. A equação dada pode ser escrita na forma 
C-G ro D+(YP+rdgy+o o DN+(2-1024+00 —0 J+34=0. 
A metade de —6 elevada ao quadrado dá resultado 9, a metade de 4 elevada ao quadrado dá 4 
e a metade de —10 ao quadrado dá 25. Portanto, somamos e subtraímos 9,4 e 25 na equação 
dada: 
E -6x+9-N+(y+4y+4-49)+(22-102+25-25)4+34-0, 
que equivale a 
(x-32-9+(y+22 -4+(2-5) -254+34=0, 
ou seja, 
-32+ 24 (2-5) 
(x 3 + (y+ 2% + (z 255) = 
red y-yo a R? 
Dessa forma, reconhecemos aqui a equação de uma esfera de centro no ponto C(3, —2,5) e 
raio R =2. 
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6.3. CILINDRO 


6.3 Cilindro 


tencente a esse plano, chama-se 


ão per 


Dado uma curva C em um plano 7 e r uma reta n 
cilindro de geratriz r e diretriz C à superfície obtida pelo deslocamento de r ao longo da curva 


C, de modo que a reta esteja sempre paralela a r. 





temos um cilindro cir- 


bola, então 


á 
respectivamente. Quando o cilindro puder ser descrito 


elipse, hipérbole ou par 


Se a curva €C for uma circunferência 


cular, elíptico, hiperbólico ou parabólico, 


ádrico. 


le se chama cilindro qu 


então e 


do segundo grau nas variáveis x, y,Z 


por uma equação 


ENS 








AS 











Z Ze 
LA 





A 
E 





Cilindro parabólico 


Cilindro hiperbólico 


é uma equação com apenas 


Z 


A equação de um cilindro com geratriz paralela a um dos eixos 


duas variáveis tais como 2 +y2=1,X+272=1ey?+272=1, 
































NT) 
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Se na equação de uma superfície nas variáveis x,y,Z O x for trocado por x — xo, O y por 


y-—-W»eozpor z-z,, então é feita uma translação de (0,0,0) para (xo, yo, 22) em todo o 
gráfico da superfície. 


6.4 Cone Quádrico 


Dados uma curva C, uma reta r e um ponto V fora de C, um cone de vértice V e geratriz 
r é a superfície obtida quando r se desloca ao longo de €, passando sempre pelo ponto V. 





Se o cone puder ser descrito por uma equação do segundo grau nas variáveis x, y, Z, então ele é 
denominado cone quádrico. Se a curva C for uma elipse, então a superfície pode ser denominada 


cone elíptico, se C for uma circunferência, então é um cone circular. 
2 2 


D+ =?,ondeab>o0. 
a 


Equação do cone quádrico: E 
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e Interseções com os planos coordenados: 


às 2 7 
— Fazendo x = 0 na equação do cone, obtemos & = z? que equivale a (L+2z)(L—-z) = 0 
que é um par de retas no plano yz. 


x 


— Fazendo y = 0, obtemos a = z? que equivale a (£L + z)(£ — z) = O que é par de 
retas no plano xz. 

— Fazendo z = 0, obtemos ç + g = 0 que implica x = 0, y = 0; logo, a interseção é 
o ponto (0,0,0). 


a E = 2 2 é E 
e O plano z = k intersecta a superfície na curva de equação & + > = k2, ou seja, na elipse 
2 2 


tdasl, KO. 


x2 


e Simetrias: Como 5 + E = zº? equivale a o + E = (—2z)?, temos que se P(x, y,2Z) 
é um ponto dessa superfície, então Q(—x, —y, —Z) também é. Por isso, a superfície é 
simétrica com relação à origem. Além disso, (—x,y,Z), (x,—y,Z) e (x,y, —Z) também 
pertencem à superfície, isso significa que ela é simétrica com relação aos planos coorde- 
nados xy, xz e yz. 





e Se o vértice do cone for o ponto (xo, Yo, 70), então sua equação é 





(x seas ENA o E. 


e Sea- b,0o cone é circular. 
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2 


sa 2 2 * 
e Outras equações semelhantes como po + =x] ou += y? também correspondem 


2 x 


ao cone quádrico em outras posições. 








aaaa! 
































6.5 Elipsóide 


Elipsóide de centro na origem é uma superfície descrita por uma equação do tipo 
x 2 Z? 
atptas! 


onde a, b, c são números reais positivos. 





e Interseções com os planos coordenados: 


a Ê Er 2 2 z 5 
— Fazendo x = 0 na equação do elipsóide, obtemos E + & = 1 que é uma elipse no 


plano yz. 


) 


2 =” . 
— Fazendo y = 0, obtemos 5 + & = 1 que é uma elipse no plano xz. 


) 


2 É 
— Fazendo z = 0, obtemos & + = = 1 que é uma elipse no plano xy. 


6.5. ELIPSÓIDE 139 


e Se lk|<c,o plano z = k intersecta a superfície na curva de equação a + E + o = 1,0 
2 
XxX y 
k2 E k2 
a2(1 ve b?(1 a 
y=k|kl<bex=k,l|k|< atambém são elipses. 


= 1. As interseções da superfície com os planos 





seja, na elipse 


e Interseções com os eixos x, y e z: 


— Às interseções com o eixo z são os pontos (0,0,c) e (0,0,-c) porque x = 0, 
2 
y=055=152z=+c. 





— As interseções com o eixo y são os pontos (0,b,0) e (0,-—b,0) porque x = 0, 
z=05a=15y=&b. 





| 
o 


— As interseções com o eixo x são os pontos (3,0,0) e (—-3,0,0) porque x = 
y=05>G=15>x=+ta 





Esses pontos de interseção com os eixos são denominados vértices do elipsóide. 


e Simetrias: se P(x,y,Z) é um ponto dessa superfície, então Q(—x, —y, —Z) também é. 
Por isso, a superfície é simétrica com relação à origem. Além disso, (—x,y,2Z), (x, —y,2Z) 
e (x,y, —Zz) também pertencem à superfície, isso significa que ela é simétrica com relação 
aos planos coordenados xy, xz e yZ. 


e Se o centro do elipsóide for o ponto (xo, Yo, Zo), então sua equação é 





(x = xo)? (y — yo)? iz Z09)? 
2 + PR + o =. 


e Sea=b=c,o elipsóide é uma esfera de raio a. 





Al 
o AGU 


ESSES 
Ni 





140 CAPÍTULO 6. QUÁDRICAS 


6.6 Hiperbolóide de Uma Folha 


Hiperbolóide de Uma Folha de centro na origem é uma superfície descrita por uma equação 
do tipo 








e Interseções com os planos coordenados: 


— Fazendo x = 0 na equação do hiperbolóide, obtemos E = S — 1 que é uma hipérbole 
no plano yz. 


x 2? 


— Fazendo y = 0, obtemos 5 — & = 1 que é uma hipérbole no plano xz. 
2 


2 = . 
— Fazendo z = 0, obtemos & + = = 1 que é uma elipse no plano xy. 


e O plano z = k intersecta a superfície na curva de equação end = 1, ouseja, na elipse 
2 2 
x y 
2 k2 Ea 2 k2 
a (1 + E) b (1 + a 
x=k,k £ a são hipérboles. 


= 1. As interseções da superfície com os planos y = kk £ be 





e Simetrias: se P(x,y,z) é um ponto dessa superfície, então Q(—x, —y, —Z) também é. 
Por isso, a superfície é simétrica com relação à origem. Além disso, (—x,y,2Z), (x, —y,2Z) 
e (x,y, —Zz) também pertencem à superfície, isso significa que ela é simétrica com relação 
aos planos coordenados xy, xz e yZ. 
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e Se o centro do hiperbolóide for o ponto (xo, Yo, Zo), então sua equação é 





(e xo)? (y — yo)? (z = 2h) “1 
a? +" b2 e ca 


as 2 2 2 2 2 ; 
e Outras equações semelhantes como —S + a +&=1 ou &-&+&=ltambém 
correspondem ao hiperbolóide de uma folha em outras posições. 
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6.7 Hiperbolóide de Duas Folhas 


Hiperbolóide de Duas Folhas de centro na origem é uma superfície descrita por uma equação 
do tipo 





onde a, b, c são números reais positivos. 
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AR) 
wvNHor-ay 
T— == 








di PS 
3+t 

3 2h 

2+ 1 

1| ll 

0 

=hE di 

-2| -2 

-3+ -3 

3 
3 











e Interseções com os planos coordenados: 
a f Ses 2 SA Ê ml sá 
= Paz = uaç | ide, L&—&=—lqueéu | 
Fazendo O na equação do hiperbolóide, obtemos E ç 1 que é uma hipérbole 
no plano yz. 


2 2 > á E ' 
— Fazendo y = 0, obtemos —S — & = 1 que é o conjunto vazio, ou seja, O plano xz 
não encontra o hiperbolóide. 


MN] MO 


— Fazendo z = 0, obtemos a + E = 1 que é uma hipérbole no plano xy. 


; o g = 2 2 2 E 
e O plano z = k intersecta a superfície na curva de equação — S + 5 — ç = 1, ou seja, na 


b? 

2 F yo 
+) b(1+S 
também são hipérboles e com o plano y = k, |k| > b são elipses. 


hipérbole 





= 1. As interseções da superfície com o plano x = k 


e Simetrias: se P(x,y,Z) é um ponto dessa superfície, então Q(—x, —y, —Z) também é. 
Por isso, a superfície é simétrica com relação à origem. Além disso, (—x,y,2Z), (x, —y,2Z) 
e (x,y, —Zz) também pertencem à superfície, isso significa que ela é simétrica com relação 
aos planos coordenados xy, xz e yZ. 


e Se o centro do hiperbolóide for o ponto (xo, Yo, Zo), então sua equação é 


(= xo)? (y — yo)? fz zo)? o 
a? ui bp? Co 





l. 
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6.8. PARABOLÓIDE ELÍPTICO 


em 


1 també 


Zi 
c2 


y2 
b2 


e Outras equações semelhantes como 


correspondem ao hiperbolóide de duas folhas em outras posiçõe 


y 
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2 92.9 
avt—yi—-zt =1 


6.8 Parabolóide Elíptico 


Parabolóide Elíptico de centro na origem é uma superfície descrita por uma equação do tipo 


do números reais. 


ondea>0,b>0ecz0s 
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Interseções com os planos coordenados: 


— Fazendo x = O na equação do parablóide, obtemos gs = cz que é uma parábola no 
plano yz que pode ser voltada para cima (se c > 0) ou para baixo (se c < 0). 


x 


— Fazendo y = 0, obtemos a = cz que é uma parábola no plano xz que pode ser 
voltada para cima ou para baixo dependendo do sinal do c. 

— Fazendo z = 0, obtemos ga + = = 0 que implica x=0e y = 0. Logo, a interseção 
com esse plano é o ponto (0,0,0). 





À interseção com o eixo z é o ponto (0,0,0) porque x = 0,y=0>0=cz>z=0. 
Esse ponto de interseção com o eixo z é denominado vértice do parabolóide. 





: nã . 2 ss 2 
Sec> 0,0 plano z = k,k > O intersecta a superfície na elipse e + prox 1. Não há 
interseção com o plano z = k se k < O. As interseções com os planos x = k ou y = k 


são parábolas. 


Simetrias: se P(x,y,Z) é um ponto dessa superfície, então Q(—x,y,Z) e R(x,—y,2Z) 
e S(—-x,—y,z) também são. Por isso, a superfície é simétrica com relação aos planos 
coordenados xz e yz e ao eixo z. 


Se o vértice do parabolóide for o ponto (xo, Yo, Zo), então sua equação é 


x oi de (y oi = Eine E 





as 2 2 2 2 = 
Outras equações semelhantes como 5 + & = by ou [o + & = ax também correspondem 
ao hiperbolóide de duas folhas em outras posições. 
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6.9. PARABOLOIDE HIPERBOÓLICO 





























































































































6.9 Parabolóide Hiperbólico 


Parabolóide Hiperbólico de centro na origem é uma superfície descrita por uma equação do 


tipo 


do números reais. 


ondea>0,b>0ecz0s 
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e Interseções com os planos coordenados: 


— Fazendo x = O na equação do parablóide, obtemos g = cz que é uma parábola no 
plano yz que pode ser voltada para cima (se c > 0) ou para baixo (se c < 0). 


x 


2 % Z 
— Fazendo y = 0, obtemos —& = cz que é uma parábola no plano xz que pode ser 


voltada para cima ou para baixo dependendo do sinal do c. 


2 2 Ê Ê 
— Fazendo z = 0, obtemos —& + & = O que implica (-5 + S)(Z + 4) = 
interseção com esse plano é o par de retas —5 + E =0,72=0€e5+ 








+ 


Sec>0,0 plano z = k,k > O intersecta a superfície na hipérbole 


X im 
E X ) ck brek 
As interseções com os planos x = k e y = k são parábolas. 


Simetrias: se P(x, y,Z) é um ponto dessa superfície, então Q(—x, y,Z) e (x, -y, Z) também 
são. Por isso, a superfície é simétrica com relação aos planos coordenados xz e yz. 


e Se o vértice do parabolóide for o ponto (xo, Yo, Zo), então sua equação é 


e a 





fas 2 2 2 2 ” 
u UaÇ = So U-aro-ax - 
Outras equações semelhantes como — 5 + by o = + ax também corres 
pondem ao parabolóide hiperbólico em outras posições. 
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6.10. SUPERFICIES DE REVOLUÇÃO 





«sé 








NÃ 


A 








Z 


Na 


cortado” 


E muito comum o parabolóide hiperbólico ser chamado de sela e desenhado 


parte de cima e de baixo, como na figura a seguir. 





7 


de revolução 


6.10 Superfícies 


Consideremos um plano 7, uma curva C e uma reta r contidas em 7. A superfície obtida 
pela curva € quando o plano 7 gira em torno da reta r é denominada superfície de revolu 


ou superfície de rota 


cão 


cão. 


Se o plano 7 for o plano yz, a reta r for o eixo z e a curva C for dada pelo gráfico da função 


do na 


de revoluç 


ície 


f(z), então qualquer plano paralelo ao plano xy intersecta a superfí 


y = 
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circunferência de raio r = f(Z) nas variáveis x e y cuja equação é xX2 + y2 = 12, z="r. Assim, 
deixando o Z variar livremente, temos a equação dessa superfície: 


X+y) = f(z). 








Pelo mesmo motivo, se o plano 7 for o plano xz, a reta r for o eixo x e a curva C for dada 
por z = f(x), então a equação da superfície de revolução de C em torno de r é dada por 


WA = Too”. 


E se o plano 7 for o plano xy, a reta r for o eixo y e a curva C for dada por z = f(y), então 
a equação da superfície de revolução de C em torno de r é dada por 


X +27 =f(y). 


Exemplo 6.3 Consideremos a reta y = 2x no plano xy. Vamos determinar a equação da 
superfície obtida quando essa reta gira em torno do eixo y. Da equação da reta, temos 
x=+=f(y). Daí, a equação da superfície de revolução éX2 +22 = f(y? > +77 = (5), 
ou seja, X +2º = É Essa é a equação de um cone circular com vértice na origem. 


i 5 2 2 E ás 
Exemplo 6.4 Consideremos a elipse % + o = 1 no plano xy. Vamos determinar as equações 
das superfícies obtidas pela rotação dessa elipse em torno dos eixos x e y. 


e Isolando o y na equação da elipse resulta em a E fa Ea np a IO i= é) E): 
Logo, a equação da superfície de revolução éy2 +27? = f(x) > y? 427º = 10(1 — Ea 
2 2 2 


que equivale a E + Tv + — = 1 que é a equação de um elipsóide de centro na origem, 


denominado também de elipsóide de revolução). 


E ; ê 2 2 
o isolando o x na equação da elipse resulta em =1-6>x=vV41-5) = f(y). 
Logo, a equação da superfície de revolução éx2 + 272 = f(y))) > XxX +22 =4(1- 1) que 


2 2 o 
equivale a 4 + õ + e 1 que também é a equação de um elipsóide de revolução. 
Exemplo 6.5 Consideremos a hipérbol e E = 1 no plano xy. Vamos determinar as equações 


das superfícies obtidas pela rotação dessa hipérbole em torno dos eixos x e y. 
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o pis 2 2 5 
e isolando o y na equação da hipérbole resultaem & =5-1>y= 16(5 il eae 
Logo, a equação da superfície de revolução éy2 +22 = f()? > y2 +27? = 16(5 — 1) que 
x? 2 Z? 
equivale a ns E BET = 1, a equação de um hiperbolóide de duas folhas. 


e Isolando o x na equação da hipérbole resulta em a =1+ E > x=4/9(1+ 1) Ely: 


Logo, a equação da superfície de revolução éx2 +22 = f(y) > xX2 +72 = 9(1+ 1) que 
2 2: 2 
equivale a o — E + - = 1, a equação de um hiperbolóide de uma folha. 


6.11 Cone assintótico 


A todo hiperbolóide (de uma ou duas folhas) pode ser associado um cone de tal forma que 
o hiperbolóide se aproxima cada vez mais do cone à medida que as superfícies se estendem 
para mais longe de seus centros. Por isso, esse tipo de cone é denominado cone assintótico ao 
hiperbolóide. 





2 2 
À E = : X Z io fia : 
Caso o hiperbolóide tenha equação do tipo EE > — > & 1, então o cone assintótico é dado 
x? y2 Z?2 a E 
por => — > — Ss = 0. Note que basta trocar o “1” pelo “0” na equação. 


Os cones assintóticos de outros hiperbolóides também podem ser encontrados por um 


procedimento semelhante. Por exemplo, o cone assintótico do hiperbolóide de uma folha 
x? y? Z? x? y? Z? 
MR a 1 é definido pela equação E) + ES 0. 
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6.12 Rotações de eixos 


Todas as quádricas apresentadas neste capítulo têm simetrias com relação a algum plano 
paralelo a um dos planos coordenados. Suas equações são da forma 


A+ By? + Cz” + Dx+ Ey+Fz+G=0, 


onde 4,B,CD,E,F,GER. 

No entanto, além dos termos mostrados nessa equação, a equação de uma quádrica pode 
conter termos Hxy, Ixz ou Jyz com H,|, JE R. Nestes casos, os planos ou eixos de simetrias 
podem ser inclinados com relação aos planos coordenados. Por exemplo, xy + xz+yz=1é 
a equação de um hiperbolóide de duas folhas “inclinado”. É possível girar um sistema de eixos 
X,y,Z e obtemos um sistema X,Y,Z no qual a equação da quádrica não tem termos mistos 
como xy, xz e nem yz e, assim, podemos fazer seu reconhecimento. É possível mostrar que 


x = Xcosaj+Ycosas+ Zcosas 
y X cosBi + Y cos B> + Z cos B3 
Zz = Xcosy +Ycosy+ Zcosy 


onde os ângulos a, a», És, Bi, Bo, B3,7Y1,72,7Y3 devem ser conveniente escolhidos de modo a 
eliminar os termos em xy, xz e yZz da equação. Por exemplo, considerando a quádrica cuja 
equação é 

6x +3yº +32” +4xy +4xz— Byz=1, 


se escolhermos cosa, = E cosa, = 395» cosas = 5, cosBi = 0, cos) = “2, cosBy = —S, 
COSY = JE COS = ES COSY3 = —5 nas equações anteriores, obtemos 





2 2 1 

x EX + may +52 

Ps GY 52 
= 4 

7 E XE se GL 





que se forem substituídas na equação da quádrica, depois de uma simplificação, resulta em 
TX Tyt = 22r= 

que é a equação de um hiperbolóide de uma folha. A maneira mais fácil de escolher os ângulos 

Q1, Q5,... é usando os conceitos de autovalores e autovetores da Algebra Linear. 

6.13 Reconhecendo uma quádrica a partir de sua equação 


Na tabela a seguir, fornecemos alguns exemplos básicos de equações de quádricas e algumas 
de suas características que podem facilitar na sua identificação. 
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Equação Característica Classificação 
x +yº+2zº =1 | Mesmos coeficientes dos termos de 2º grau | Esfera 

XX y ? 

—= + + — = 1 | Nenhum sinal negativo Elipsóide 

a by 

ME a dy Zoo d da 
2 e Do Me 1 | Um sinal negativo Hiperbolóide 


de uma folha 





AR « A — 1 | Dois sinais negativos Hiperbolóide 


de duas folhas 


























2 2 
bo a 
ani Ep z? = 0 | Combinação de termos de 2º grau Cone 
a b? 
igualada a zero 
7 7 
X a 
Ras ec Um a O | Um termo do 1º grau e dois de 2º grau Parabolóide 
a b? 
com mesmos sinais elíptico 
7 7 
x E 
Zi dar O | Um termo do 1º grau e dois de 2º grau Parabolóide 
a pa 
com sinais contrários hiperbólico 
2 2 
X Ra E 
2 = = Apenas duas variáveis Cilindro 





6.14 Exercícios Resolvidos 


R 6.1 /dentifigque cada uma das seguintes superfícies definidas pelas equações: 
a) 25x2+9yº — 8172 =0 
b) 25x? + 9yº + 817º = —16 
c) 25x? + 9yº + 812º = 16 
d) —25x? — 9yº + 817º = 16 
e) 25x2 + 9yº — 817º = 16 
f) 25x2 + 9yº + 81272 = 0 
9) 25x— 9y? +8172 = 0 
h) 25x— 9yº — 81272 =0 
|) 25x — 9x? — 8172 = 0 
Solução: 


a) Temos uma combinação de termos de segundo grau, com diferentes sinais, dando igual a 
zero. Logo, a equação representa um cone elíptico. 
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b) O primeiro membro da equação é sempre maior ou igual a zero; o segundo membro é 
sempre negativo. Logo, a equação representa um conjunto vazio. 

c) Não tem sinal negativo nos coeficientes de x?, y2, z2. Portanto, trata-se de um elipsóide. 


d) Tem dois sinais negativos como coeficientes dos termos que contém variáveis ao quadrado. 
Logo, trata-se de um hiperbolóide de duas folhas. 


e) Tem um único sinal negativo no coeficiente de um dos termos que contém variáveis ao 
quadrado. Logo, trata-se de um hiperbolóide de uma folha. 


f) Temos uma combinação de potências de variáveis ao quadrado dando igual a zero, sem 
sinais negativos. Por isso, a equação representa um único ponto: a origem (0,0,0). 


9) Um termo de grau 1 e dois termos de grau 2 com sinais contrários; logo, trata-se de um 
parabolóide hiperbólico. 


h) Um termo de grau 1 e dois termos de grau 2 com mesmos sinais; logo, trata-se de um 
parabolóide elíptico. 


i) Tem apenas duas variáveis na equação. Como os coeficentes dos termos de grau 2 têm 
sinais contrários, temos um cilindro hiperbólico. 


R 6.2 Mostre que as equações x = cosu— vsenu,y = senu+ vcosu,z = v, comu E [0,27] 
eveR, podem ser usadas para descrever um hiperbolóide de uma folha. Neste caso, elas são 
chamadas as equações paramétricas do hiperbolóide de uma folha. 
Solução: Vamos investigar quanto é x? + y? nesse caso. Temos que 
2 Ds, 2 2 
x +y = (cosu-—vsenu) + (senu+ vcosu) 
— cos? u — 2vsenucosu +sen?u + v2sen?u+ 2vsenucosu +v?cos u 
= (cos?u+sen?u) + v?(sen?u+cos?u)=1 + v?. 
Como v2=zº?, temos quex2+y?=1+2Zº,ouseja xX+yº?—-z?=1 que éa equação de um 
hiperbolóide de uma folha. 
R 6.3 Determine a equação de uma esfera que tem o mesmo centro que 
X+y24+2724+6y-42+9-0 


eétangente ao planom: 2x+3y —-22+T=0. 


Solução: A equação da esfera dada pode ser escrita na forma 
2+(y+6y+9-9+4(22-424+4-4)+9=0 


que equivale ax? +(y+3)2 +(z—-2)?=4. Assim, o centro da esfera é o ponto C(0, —3,2). 
O raio da esfera tangente ao plano dado é igual à distância do seu centro ao plano: 
2:0+3-(-3) —- 2.247] 6 
R= das = 
vV2+32+(-2) 17 
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Logo, a equação da esfera tangente ao plano q é 


36 
X+(y+32+(2-22 ==. 
E 
R 6.4 Mostre que o parabolóide elíptico + a = 2v é plano 2x — 2?y -z = 10 = D têm dim 
único ponto em comum (ou seja, são tangentes). 


Solução: E um simples cálculo de interseção de duas superfícies, ou seja, resolução de um 
sistema de equações. 








Da equação do plano, temos 2y = 2x — z — 10 que substituindo na equação do parabolóide 
resulta em Ea + A = 2x— z— 10. Multiplicando os dois membros dessa última equação por 36, 
obtemos 4x? + 97º = 72x — 36z — 360 que é o mesmo que 


4(xº — 18x) + 9(zº + 47) + 360 = 0. 


Para completar o quadrado da diferença (em x) e o quadrado da soma (em z), vamos somar e 
subtrair os seguintes valores: (8)? = 81 e (5)? = 4. Com isso, a equação anterior pode ser 
escrita na forma 


4(xº — 18x+81-81) +9(224+4z+4-4)+360=0, 
e eee” ee em” 


(x—92 (242) 
ou seja, 
4(x— 9)? —-324+9(z+2)? —-36+360 =0 
que equivale a 
4(x-92 +9(2+2)2 =0. 


Essa soma de quadrados só resulta em 0, quando todas as parcelas forem nulas, ou seja, quando 
x-9=0ez+2=0. Issoimplcax=972=-2>y=&-51I — IÉIO 5, Assim, o 
único ponto da interseção do parabolóide com o plano é o ponto (9,5, —2). 
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R 6.5 Escreva a equação de um hiperbolóide de uma folha cuja interseção com o plano xy é a 
: 2 A e 2 
elipse a + 4 =1,2=0,ecomo plano yz éa hipérbole & — a = 1,x=0. 


na : 2 2 : ê As 5 Zi z . 
Solução: Para que a elipse S + & =1,z2=0, seja uma interseção do hiperbolóide é preciso 
a . 2 2 2: As: 
que sua equação seja da forma S + E & = 1. Fazendo agora x = O nessa equação, obtemos 
2: 2 po 14 
E — & = 1. Comparando essa equação com a da hipérbole dada, temos 6º -= 16. Logo, a 


equação do hiperbolóide de uma folha procurado é 


x? é a 
sr 
9 4 


R 6.6 Encontre a equação de um parabolóide com vértice na origem que contém a elipse cujos 
vértices são os pontos A(v5, 0, —3), B(-v5,0,-3), C(0,2,-3) e D(0,—2, —3). 


Solução: O eixo maior da elipse é a distância entre os vértice A e B; logo, 2a = 2V5 o que 
implica a = 5. O eixo menor é a distância entre C e D; logo, 2b=4=> b=2, 


A elipse está contida no plano z = —3 (horizontal). Como o vértice (0,0,0) está acima desse 


x 


a id o sd 2 2 E 5 2. 2 
plano, a equação do parabolóide elíptico pode ser da forma cz = & + oo [Sto Guez o 


Substituindo as coordenadas de um dos pontos dados (por exemplo, o ponto A) nessa equação, 


obtemos: —3c = (yr +0> 3% =15>5C= —5. Portanto, a equação do parabolóide 


procurado é 





R 6.7 Determine os focos da elipse definida pela interseção do plano x = 8 com o hiperbolóide 
de duas folhas 


2 2 


dt a a 64 
Solução: Substituindo x = 8 na equação do hiperbolóide, obtemos 16 : S 


E 2 2 p as 5 
pode ser escrita na forma 4 + = =3> 5+ A = 1 que é a equação de uma elipse em que 
de= Prep so. 





= 1 que 
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1 1 1 ' 
ova pmnNonNaAao 
T T T T T T T T T 








Comoc? = a2— b?, temosc? =27-12= 15 => c= v15. Como o centro da elipse é o ponto 
(8,0,0) e o eixo maior é paralelo ao eixo z (porque o maior denominador na equação padrão 
da elipse aparece na fração que tem o z?), temos que os focos dessa elipse são os pontos 


Fi(8,0, -15) e F(8,0, 15). 


6.15 Apoio computacional 


O Maxima pode ser usado para construir uma variedade de gráficos, tanto planos quanto 
tridimensionais. A equação do gráfico pode ser fornecida em vários formatos: cartesianas, 
paramétricas, implícitas etc. 


Exemplo 6.6 Neste exemplo, construímos o gráfico da função f(x,y) = x? que corresponde 
ao cilindro parabólico z = x2. Para isso, usamos um comando do tipo 


plot3d(função, [variação do x], [variação do y]); 
(%i0O1l) f(x, y) := x"2; 
(%o01) f(x, y):= x? 


(do) pletaditts ms, 8. & DD le, E Bl); 
(%002) 


Neste caso, o gráfico é construído em uma janela a parte. 
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[NL voMarima 120440) [quadricass wma” E— - — 
Arquivo Editar Cell Maxima Equações Algebra Cálculo Simplificar Gráfico Numérico Ajuda 
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(%050) EN 
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V (si72) gl 
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a view: 60,000, 30,0000 scale: 1.00000, 1.00000 


po -— 
Depois de construído esse gráfico pode ser girado para outra posição. Para isso, basta “arras- 
tar”"o gráfico com o auxílio do mouse. 


























2 2 
Exemplo 6.7 Aqui, construímos o parabolóide z = —s— usando uma única cor. 
DOM) prio + /6, Do LL, LA, E lb. L6l, 
[palette, false], [color, red]); 
(%003) 





[ [b) gnuplot graph be) 
B& & BD Éoptions - dd da 








(2807) — 


ú, 
RI 
z WS» STA 














view: 60.0000, 30,0000 scale: 1,00000, 1,00000 











Exemplo 6.8 O plot3d(..) também constrói gráficos de superfícies definidas por equações pa- 
ramétricas. Para isso, basta fornecer as equações da superficie entre colchetes. Vários gráficos 
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podem ser construídos em um mesmo sistema de eixos. Neste exemplo, construímos a superfície 
x=vcosu,y=vsenu,z=v(umcone)juntamente como planox=uy=vz=1l+v. 
(%iO7) cone : [v+*cos(u), vesin(u), v]$ 
(%108) plano: [u, v, 1+vl]$ 
CI0O) pletBaçiesme, [m, 2.2, S.2), e = 2, 2, plo, [o, 2, 2); 

Lv, - 2, 2]], [palette, false], [color, blue, red], 

laxes, false], [box,false], [legend,false]); 








(%009) 





[5] gnuplot graph =| E 
B & E É options - » Sa DA ip AS er 








a ea 











view: 60.0000, 30.0000 scale: 1.00000, 1.00000 














Exemplo 6.9 O comando plot3d(...) serve para construir gráficos de funções ou de superfícies 
definidas por equações paramétricas, como os mostrados nos exemplos anteriores. Para construir 
outros gráficos, devemos chamar antes um pacote de comandos intitulado draw. Para isso, basta 
usar um comando load(pacote): 

(%il0) 1oad(draw); 

(hol0) C:/PROGRAZ/MAXIMAL.O/share/maxima/5.27.0/share/draw/draw.lisp 


Agora, vamos construir o gráfico do hiperbolóide definido implicitamente pela equação —x? + 
y—- 22 =1. Para isso, usamos um comando do tipo 


NomeDoGráfico: implicit(equação, variação do x, variação do y, variação do z); 
e, depois, um comando do tipo 
draw3d(opções, NomeDoGráfico) ; 


(Goll) erxhiperb: impliciti-xDy'2="2=1, 2,3, 3, 7,8, 3, 2,03, 8) 
(%ol1) 


(%il?) draw3d(color=blue, view=[80,30], xu grid=25, yv grid= 25, grhiperb); 
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(%ol2) 


O desenho do gráfico pode ser melhorado se for acrescentado na linha de comando uma 
opção enhanced3d=true, conforme mostrado na figura a seguir. 
(Yil3) draw3d(colorbox = false, xugrid = 80, yv grid = 80, palette = gray, 
enhanced3d = true, view = [44, 56], grhiperb); 
(%013) 





[3 gnuplot graph ce) 
E & BD Eoptions + DI MZ CR A DO DO OO CB O dO: 





ENTE | 
wUNHORaARw 

















view: 44.0000, 56.0000 scale: 1.00000, 100000 








Exemplo 6.10 Neste exemplo, é construído o gráfico da superfície cujas equações paramétricas 
são x = cosu-— vsenu, y=senu+vcosu,z=v0<u<2T,-2<v<2. Para isso, são 
usados os comandos parametric surface(...) e draw3d(...) do pacote draw. Essa superfície é 
um hiperbolóide cuja equação cartesiana éx2+y? — z? = 1. São desenhadas também as curvas 
definidas implicitamente por (4 :)y?-22=1,x=0, (6:)x)-272=1,y=0, (63:) 
XX y=l2=0 lG)UxIyesehas?a(a)resysblz=-) 
(%il4) 1oad(draw)$ 
(Wil5) s: parametric surface(cos(u)-v*sin(u), sin(u)+vtcos(u), v, 

u, O, 6.29, vw, -2, 2)8 
oo Fere rexZeml-s]- ide 0,228 
(%il7) ci: implicit(£(0,y,2)=0, x, 0, O, y, -2-e, 2+e, z, -2-e, 2+e)$ 
(Wil8) <2: implicit(ft(x,0,2)=0, x, -2-8, 2+e, 7, O, O, 2, -2-e, D+e)b 
(Wil8) c3: implicit(f(z,y,0)=0, x, -2-e, Ze, 7, -2-e, 2e, z, O, 098 
(Oo) «dr implicit(tlz,v,20=0, *, Es, De, 7, Dre, Dre, 24 2, BA 
(Mi20) <B: implicititix,7,-D)=0, x, 2-0, 2%, y, 2a, Dhe, 2, 2, -2)8 


X 
X 
X 
A 
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(%i21l) draw3d(color=gray, view=[33, 46], xu grid=25, yv grid= 25, s, 
color=red, line width=2, cl, c2, c3, c4, cb)$ 





[E] gnuplot graph [EE 
B& & TD Eoptons + DE AZ dA ho DO hT p8 9 pl 




















|| view: 33.0000, 46.0000 scale: 1,00000, 1.00000 


6.16 Exercícios Propostos 


A 66 Escreva a equação da esfera de centro no ponto (3,-5,4) e que passa pelo ponto 
(5.-3,2). Resp: (x-3)2+(y+52+(2z-4)2=12 


A 67 Determine a equação de uma esfera de centro no ponto (1,2,3) e tangente ao plano 
2x+5y+z-11=0. Resp: (x-12+(y-22+(2-32=& 


A 68 Obtenha a equação da esfera com centro no eixo x e que passa pelos pontos (3, —4,2) 
e(6,2,-1). Resp:(x-22+y+272=21 


A 69 Determine o centro e o raio da esfera cuja equação éxº+yº +72 +6x— 14y+12z+89 = 0. 
Resp.: C(-3,7,-6), R=V5 


A 70 Determine a equação do elipsóide de centro (5,4,2) e que é tangente aos planos coor- 
—5)2 42 2-9)? 
denados. Resp: EC LA CA 1 





A 71 Determine o centro do elipsóide definido pela equação 
36x? + 900y? + 1002? + 108x — 4200y + 800z + 5681 = 0. 
Resp.: (—5,4,-4) 


31 


A 72 Identifique cada uma das superfícies definidas pelas seguintes equações: 
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a) x2+4y2 + 92º = 36 

b) x2—-4yº — 97º = 36 

c) x2+4yº — 97º = 36 

d) x +(y-3)2+(2z-1)2=4 
e) x2=4y2 +42? 
)x+y2-2x—-Dy4+2=227 
9) 482 +y2-42+2y-3-0 
h) 16y+xº-2x— 15 =0 


Resp.: a) elipsóide; b) hiperbolóide de duas folhas; c) hiperbolóide de uma folha; d) esfera; 
e) cone; f) parabolóide elíptico; 9) hiperbolóide de duas folhas; h) cilindro parabólico. 


A 73 Escreva a equação de um hiperbolóide de uma folha cuja interseção com o plano xy é a 
a 2 s Ea: 2 
elipse Ea + E = 1,2z=0,ecomo plano yz é a hipérbole E = A = 1,x=0. 
Resp.: RR | 
A 74 Escreva a equação de um hiperbolóide de duas folhas cuja interseção com o plano xy é a 
hipérbole a —-4yº =1,2z=0,ecomoplanox=4 éaelipse36yº +81772 =7,x=-4. 
x 2 2 
Resp a Ay 92 = 
A 75 Encontre a equação de um parabolóide com vértice na origem que contém a elipse cujos 


vértices são os pontos A(4,2,0), B(-4,2,0), €(0,2,2) e D(0,2,-2). Resp: 5 = Ea + A 


A 76 Escreva a equação do elipsóide que contém o ponto (1,1,1) e que intersecta o plano xz 
E 2 
segundo a elipse & + 5 = 1, y=0. Resp.: RE SUE gn 1 


A 77 Obtenha a equação do parabolóide obtido pela rotação da parábola x? = 4z,y = 0 em 
torno do eixo z. Resp: x +yº =4z 


A 78 Obtenha a equação da esfera obtida pela rotação da circunferência x2+(y—4)? =5,72=0 
emtorno doeixoy. Resp:x+(y-42 +27 =5 


A 79 Obtenha a equação do hiperbolóide obtido pela rotação da hipérbole 4y2 —-9z7º = 5,x = 0 
em torno do eixo z. Resp: 4X +4yº - 97º =5 





X 
B 52 Mostre que o planobx+2z+5=0 eo hiperbolóide de duas folhas 3 + 25 — il 
têm um único ponto em comum e encontre as coordenadas desse ponto. Resp.: (3,0, 10) 


B 53 Determine os focos e os vértices da elipse definida pela interseção do plano y = 2 com o 
2 2 
elipsóide = + Tc o . = 1  Resp.: focos: (+ x8, 2,0), vértices: (*42,2,++43) 
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B 54 Mostre que 





45x? —- 5y2—- 972 - 90x+20y-362z-11=0 


é a equação do cone assintótico do hiperbolóide de duas folhas definido pela equação 





45x? — 5yº — 97º — 90x + 20y — 362 — 56 = 0. 


B 55 Determine a interseção da retax = 1+t,y=-2t,z=2-t,tEe R como hiperbolóide 
42 —-y +22 =10. Resp: P(-1+/6,4-2/6,4-46) e P(-1-V6,442,6,44+46) 


B 56 Mostre que o gráfico de 
82 +97 +27? -8x+6y-22+8=0 
é o conjunto vazio.  Resp.: a equação equivale a 8(x— 32 +9(y +32 +(z—1)2=—4 


B 57 Determine a equação do cilindro que é circunscrito às esferas (x+2)2+(y—3)2+(2—4)? = 
9e(x+22+(y+1)2+(2z-4)2=9. Resp: (x+2)2+(2-4)2=9 


B 58 Deduza a equação de um parabolóide com vértice na origem sabendo que sua interseção 
com o plano z = 2 uma circunferêcia de centro (0,0,2) eraio 3. Resp.:92=2x2+2y? 


B 59 Escreva as seguintes equações do segundo grau no formato padrão 








(x = xo)? (y = yo)? ze zo)? 
a? + b2 E c? o 


a)4x2+9y2 +22 —-87=-—3 


+ Je 


b) x2—-5y2=22 43x 

c) 287º? — 1127 — 4972 4 98y +4x? +8x— 129=0 
d) —472 —- 162 —-4y2 +24y+x2+4x—-64=0 
e)z?-9y2+54y-—-4xº -8x-86=0 





x? Poa 4.6 y Zoo GAL GIP, (-2 4. 
Rea DA ano Dio OR qa go ne qn 
x 2 272 z 2 x 2: 22 
dE = E io) a) der dg, 

















C 38 Verifique que cada quádrica listada a seguir pode ter as seguintes equações paramétricas: 
a) Esfera: x=rcosucosv,y=rsenucosv,z=rsenv,0<u<27,0<v<r”. 
b) Elipsóide: x= acosucosv,y = bsenucosv,z=csenv,0<u<2r,0<v<r”. 
c) Cone: x=vcosu,y=vsenu,z=v,0<u<27r,v>0. 


d) Parabolóide Elíptico: x= vcosu,y = vsenu,Z = VS uso ve: 
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e) Hiperbolóide de Uma Folha: x = secucosv,y = secusenv,z = tgv,0< v< 27, 
E RS A 
f) Hiperbolóide de Duas Folhas: x = senhucosv,y = senhusenv,z = +coshu onde 


coshu= Ste" esenhu= E", 4U>0,0<v<27m. 





C 39 Mostre que por qualquer ponto do hiperbolóide de uma folha a + gs — S = 1 passa uma 
reta do tipot+2=k(1+1),2-2= (1-1), ondek £0, e que essa reta está inteiramente 


contida no hiperbolóide. 


C 40 Deduza a equação da esfera em forma de determinante que passa por quatro pontos não 
coplanares P, (xi, Yi; 71), P, (Xo, yo, Z), Ps (3, y3, z3), Pilxa, ya, Za) dados. 

xX+y+2 x y z1 
Mt MN A 
Resp: |IZ+Z+Z O pp D 
G+Hy+HX X Ya 2 
GER TX MM Ya Za 


HH -t- 








C 41 Consideremos os pontos Fi(—c,0,0) e Fo(c,0,0) e uma constante positiva 2a tais que 

a>0,c>0€ea>c. Determine a equação da superfície formada por todos os pontos P(x, y, Z) 
- A E RE YE JE SZO ms DES ED 2 

tais que der, + der — 29. Resp: S+w+tã=l,ondeb = a — cº. 


C 42 Obtenha a equação da superfície formada por todos os pontos P(x,y,z) tais que 


|dpr — dpp| = 2aonde Fi(0,=€, 0), Fo(076,0), a > 0, c> 0,€ >: 


2 
Resp = Lo onde Dr= e ar 


Apêndice A 


Esferas de Dandelin 


As curvas planas elipse, hipérbole e parábola são denominadas cônicas porque elas podem 
ser obtidas através da interseção de um cone com um plano. 

Essas curvas costumam ser definidas através de uma propriedade que envolve distâncias 
focais. Foi assim que as definimos no capítulo 5. 

O matemático belga Germinal Dandelin (1794-1847) provou que as curvas definidas como 
seções transversais de um cone são as mesmas definidas usando raios focais. Suas demons- 
trações são puramente geométricas e, para isso, ele usou esferas inscritas em um cone. Essas 
esferas são chamadas esferas de Dandelin. 


A.1 Elipse 


Consideremos um cone que é cortado por um plano 7 conforme mostrado na figura a seguir. 


F 





B 


Consideremos duas esferas e, e e> tangenciando o plano e também o cone internamente. Inici- 
almente, observe que quaisquer segmentos contidos em geratrizes do cone que iniciem em um 


163 


164 APÊNDICE A. ESFERAS DE DANDELIN 


ponto na interseção de uma esfera com o cone e terminem na interseção da outra esfera com 
o cone têm o mesmo comprimento constante. 


Sejam Fj e F, os pontos do plano 7 que tangenciam as esferas e; e e», respectivamente, 
e P um ponto qualquer da interseção do plano com o cone. Seja g a geratriz do cone que 
passa pelo ponto P e sejam A e B as interseções de g com as esferas e; e e», respectivamente. 
Como PA e PF, são tangentes à esfera e,, temos que eles têm o mesmo comprimento, ou seja, 
que des = dp r,. De modo semelhante, PBe PF são tangentes a e e, consequentemente, 
dpe = dp r,. Somando-se as duas últimas igualdades, membro a membro, obtemos: 


der + dp, p, — dpA + dp B — da.B = constante. 


Dessa forma, vemos que a soma das distâncias de P aos pontos F e F, é constante e igual à 
distância entre Ae B. Como P é um ponto genérico da interseção de 7 com o cone, concluímos 
que a interseção é uma elipse cujos focos são Fj e F5. 


Um procedimento semelhante a esse poderia ser usado para mostrar que a interseção de um 
cilindro com um plano “transversal” também é uma elipse. 


A.2 Hipérbole 


Consideremos um cone de duas folhas que é cortado em cada folha por um plano 7, conforme 
mostrado na seguinte figura. 


Consideremos duas esferas e e e> tangenciando o plano e também o cone internamente, 
uma esfera em cada uma das folhas do cone. Observe que segmentos contidos em geratrizes 
do cone que iniciem no vértice do cone e terminem na interseção do cone com uma das esferas 
têm a mesmo mesmo módulo da diferença de comprimentos constante. 


Sejam Fi e F, os pontos do plano 7 que tangenciam as esferas e; e e», respectivamente, e 
P um ponto qualquer da interseção do plano com o cone. Seja g a geratriz do cone que passa 
pelo ponto P e sejam Ae B as interseções de g com as esferas e; e e, respectivamente. Como 
PAe PF são tangentes à esfera e e PBe PF, são tangentes a e , temos que dp a = dpr, € 
dpe = dp r,. Sutraindo-se as duas últimas igualdades, obtemos: 


Ide Fr, = de +;| — dp A = dp | — da,B = constante. 


Dessa forma, vemos que o módulo da diferença das distâncias de P aos pontos Fe F, é 
constante e igual à distância entre A e B. Como P é um ponto genérico da interseção de 7 
com o cone, concluímos que a interseção é uma hipérbole cujos focos são Fi e F5. 
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A.3 Parábola 


Consideremos agora um cone que é intersectado por um plano 7; paralelo a uma de suas 
geratrizes, conforme ilustrado a seguir. 

Consideremos uma esfera e tangenciando o plano 7; e o cone internamente. Sejam 7> O 
plano que contém a interseção da esfera com o cone e d a reta na qual 7; intersecta 75. 
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Seja F a interseção da esfera com o plano m4. Para todo ponto P na interseção de 7; com o 
cone temos que PA e PF têm o mesmo comprimento pois são tangentes à esfera e passam por 
um mesmo ponto P. Logo, dpr = dpa. Temos dpa = dep e dee = dpp pois os segmentos 
CB e PD são paralelos e ambos iniciam e terminam em planos paralelos. Concluímos dessa 
forma que der = dep = dpg. Como P é um ponto genérico da interção de 7; com o cone, 
temos que a distância de um ponto da curva ao ponto F é a mesma distância da reta d. Isso 
significa que a interseção é uma parábola de foco F e diretriz d. 


Apêndice B 


Programas recomendados 


Diversos programas gratuitos podem ser encontrados facilmente na Internet e que podem 
servir de apoio aos diferentes assuntos estudados. Esses programas podem ser usados como 
um “assistente matemático”, realizando cálculos complicados, efetuando todo tipo de operação 
com expressões numéricas ou algébricas, construindo gráficos dos mais variados tipos. 

Aqui, vamos citar apenas três desses programas e listar alguns dos comandos ou operações 
básicas de cada um. Na Internet podem ser encontrados muitos tutoriais e manuais gratuitos 
deles. Esses programas que estamos recomendando são os seguintes: 


e GeoGebra 
e K3DSurf 


e Maxima 


B.l Geometria dinâmica com o GeoGebra 


GeoGebra ( — Geometria + Álgebra) é um programa austríaco gratuito que reúne Geometria, 
Álgebra e Cálculo. De um modo bem simples, podem ser construídos pontos, segmentos de 
reta, polígonos, circunferências, vetores, gráficos de funções, cônicas e, depois, podem ser 
dinamicamente modificados com um simples movimento do mouse. Pode ser utilizado em 
dezenas de idiomas, inclusive português. Sua execução depende de se ter a linguagem Java 
previamente instalada. Recebeu vários prêmios internacionais, incluindo o prêmio de melhor 
software educacional alemão e europeu. 

Cada objeto geométrico que aparece na área de desenhos, tem uma expressão algébrica na 
janela ao lado que corresponde a ele. As alterações em cada objeto podem também ser feitas 
diretamente nas suas equações. 


Sua tela inicial é parecida com a mostrada a seguir: 
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Evo Editar Exibir poções Ferramentas Janela Ajuda 


NVten , é Fá í 
o” | EM “| bl OQ) 4] q EB EE | ana 


remem livres 








Objetos dependentes ES 
Objetos auxiliares 
Barra de Desfazer / Refazer 


ferramentas 


Janela de 


Álgebra 


Área de desenhos 


Entrada de comandos 


É E =] [=] Comando =] 


Por exemplo, para se desenhar uma reta que passa por dois pontos dados, pode-se proceder 
de uma das seguintes formas: 





























e Usando-se apenas o mouse: 


— Na barra de ferramentas, damos um clique com o mouseno ícone denominado “Novo 
ponto”. 


— Na área de desenhos, escolhemos uma posição e damos mais um clique. Com isso, é 
criado um ponto 4. 


— Escolhemos outra posição e definimos um outro ponto B. À medida que esses pontos 
são desenhados, eles vão sendo definidos por suas coordenadas na janela de Algebra 
na seção dos objetos livres (independentes). 


— Novamente na barra de ferramentas, escolhemos outro item. Dessa vez, damos um 
clique no item “Reta definida por dois pontos”. 


— Damos um clique em cima do ponto 4 e outro em cima de B. E, assim, a reta AB 
está definida. Sua equação passa a fazer parte da janela de Algebra na seção dos 
objetos dependentes. 


— Depois de definidos, os objetos livres podem ser movimentados arrastando-os com o 
mouse. Todos os objetos que dependerem deles acompanharão as mudanças. 


e Através da janela de entrada de comandos: 


— À direita do botão com a palavra “Entrada” que aparece na parte de baixo, digitamos 
as coordenadas dos pontos desejados. Por exemplo, digitamos A = (3,4) e, depois, 
B=(0,-2). 
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— Digitamos r = reta[A, B] para criar a reta r que passa pelos pontos 4 e B. Note 
que o nome dos comandos também podem ser em português, se o programa estiver 
configurado para esta língua. Para ajustar o idioma, basta usar o item “Opções” do 
menu e escolher “Idioma”. 


— Com isso, uma reta definida por dois pontos fica desenhada na área de desenhos. 
Agora, ela pode ser modificada arrastando-se os pontos com o mouseou dando um 
clique com o botão direito em cima das equações da janela de Algebra e redefinindo-os. 


Cada objeto definido pode ter sua aparência modificada através do item “Propriedades” que 
aparece depois que for pressionado o botão direito do mouse em cima do objeto selecionado. 
Podem ser alterados a cor, a largura do traço, se é pontilhado, se é fixo, etc. 


No exemplo da tela a seguir, ilustramos a “regra do paralelogramo” . para a soma de dois 
vetores. Depois de construído, os vetores V e W podem ser arrastados (modificados) com o 
mouse e observarmos que sua soma V + W se adapta a cada nova posição. 


[E] GeoGebra - geo5 ggb Rs ES 


Arquivo Editar Exibir Opções Ferramentas Janela Ajuda 
A e | a » e n Mover a] 
e ILa bl S| As] NI] = +] Arrastar ou selecionar objetos (Esc) - 
|» Objetos livres x 
> A=(-1.1,-0.35) 
> B=(1.44,0.35) 
9 C=(-1.53, 0.28) 
|)» Objetos dependentes 
3 D=(1.01, 0.98) 
) a: -0.7x+ 2.54y= 1.79 
> b: -0.63x - 0.43y = -1.06 
> c=0.76 
> d=2.64 
> u=(2.54,0.7) 
> v=(-0.43, 0.63) 
9 w=(2.11,1.33) 







































(O) Entrada: E =] [2 =] Comando r 














/ Eus As 2 2 
E neste exemplo construímos uma hipérbole fornecendo ao programa sua equação da = 1 
e ajustando os valores de a e b através de controles deslizantes. 


170 APÊNDICE B. PROGRAMAS RECOMENDADOS 


oGebra, 


Arquivo Editar Exibir Opções Ferramentas Janela Ajuda 


, 9a) . 

Ap opfol<|N! 
> Janela de Álgebra 
= Cônica 

> c:0.28xº-0.39y*=1 
= Número 

2 a=1.9 

> b=1.6 
= Reta 

> diy=0.84x 

» ey=-0.84x 





] | + Janela de Visualização 











Entrada: 





B.2 Gráficos de superfícies com o K3DSurf 


O K3DSurf é pequeno em tamanho, mas extremamente eficiente na hora de construir gráficos 
de superfícies, sejam dados de forma implícita (que o programa chama “ISO Surface”) ou na 
forma de equações paramétricas. Também constrói facilmente animações com as superfícies. 


A equação da superfície definida implicitamente por uma equação do tipo f(x, y, Z) = O pode 
ser fornecida em uma janelinha na parte superior esquerda da tela. Por exemplo, podemos entrar 
com a equação de um hiperbolóide de uma folha na forma x72 + y72 —- 272 - 0.3 . Existem 
51 exemplos de superfícies predefinidas em uma lista denominada “Examples” que podem ser 
escolhidas clicando-se no nome da superfície desejada. 


Ao lado da janelinha onde a equação da superfície é definida, existem controles para se definir 
os intervalos em que x, y, Z variam. 


Opcionalmente, pode-se definir algum trecho da superfície em uma janelinha intitulada “Ac- 
tivate the condition CND”. Por exemplo, podemos destacar os pontos da superfície que têm 
0OZz> 5 ez < 1. Para isso, é só escrever a condição “z > 1/2 & z < 1º e marcar a opção 
“Activate the condition CND”. 


Ao se pressionar no botão “Compute” o gráfico é construído. 


Na parte de baixo da tela, encontram-se opções de construção do gráfico e um quadrinho 
para ser marcado em caso de se desejar uma animação. 
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€ cosa sos2 it or 
Project OpenGL Config POV-Ray PageView About 


<a 


|| isosutace | Parametro | Toois | Hat | ND | 









Parametric (OpenGL ON) | IsoSurface (OpenGL ON) 











Cartesian Coordinates: Fix yzt,..)=0 
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7 xyz = 
Animation/Morph: 
[” Anim(Rotation) [” Morph (use "t") 











Neste segundo exemplo, construímos o parabolóide de revolução z = x? + y2. Para isso, 
fornecemos a expressão z - x72 - y”2 na janelinha superior esquerda e pressionamos em 


“Compute”. Se quiséssemos uma animação com esse parabolóide, bastaria marcar a opção 
“Anim (Rotation)”. 


€ Sosa 1052 Mat o FE = 
Project OpenGL Config POV-Ray PageView About 


<a t 


IsoSuface | Parametric | Tools | Hal | ND | 
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B.3 Computação Algébrica com o Maxima 


Maxima é um programa que executa cálculos numéricos e simbólicos, em desenvolvimento 
desde 1969. Seu nome original era Macsyma e foi elaborado nos laboratórios do MIT, nos 
Estados Unidos, com financiamento de várias agências governamentais norte-americanas. 

É capaz de simplificar expressões algébricas e trigonométricas, efetuar cálculos com matrizes 
e com números complexos, construir diversos tipos de gráficos, fatorar polinômios, resolver 
diversos tipos de equações e sistemas etc. 

É considerado um Sistema de Computação Algébrica de uso geral, podendo ser usado nos 
sistemas operacionais Windows, Linux e Mac-OS. 

São várias as formas pelas quais o Maxima comunica-se com o usuário. Vamos citar apenas 
a interface denominada wxMaxima, que é bastante amigável, intuitiva e fácil de se usar. Sua 
tela inicial é parecida com a mostrada a seguir: 








p: (a*3-b”3)/(a-b) . 
aÃ ; wxMaxima 0.8.7 


a-b 


a-b (C) 2004 - 2010 Andrei Vodopives 


ratsimp (y); O wxMaxima é uma interface para o sistema de álgebra 
computacional MAXIMA baseada no wxWidgets 





07) b2+ab+a? 





http-/Awxmaxima.sf.net/ 
http-//maxima.sf.net/ 





Informações de sistema 


wxWidgets: 2.8.10 
Suporte Unicode: no 
Versão do Maxima: 5.23.2 
Lisp: GNU Common Lisp (GCL) GCL 2.6.8 (aka GCL) 


Escrito por 





Andrej Vodopivec 








Pronto para entrada do usuário 








Podemos digitar os comandos para o Maxima linha por linha, e observar as respostas dadas 
pelo programa. Para isso, seguimos as seguintes regras: 


e Os comandos vão sendo digitados ao lado de (%il), (Y%i2), (Y%i3) etc. e o Maxima vai 
dando suas respostas ao lado de (%ol), (%o2), (%o3) etc. 


e A linha de comando deve ser encerrada com um ponto e vírgula ou com um cifrão. Se for 
encerrada com um ponto e vírgula, o resultado obtido é mostrado imediatamente. Se for 
encerrada com um cifrão, o resultado não será mostrado de imediato, ficando guardado 
internamente. 


e As operações aritméticas básicas são indicadas pelos símbolos +, —, x (multiplicação), 
/ (divisão) e ” (potenciação). 
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e A raiz quadrada de x é indicada por sgrt(x), o logaritmo natural de x é /og(x), as funções 
trigonométricas são sin(x), cos(x), tan(x), sec(x), cot(x), csc(x) e as trigonométricas 
inversas são asin(x), acos(x), atan(x). 


e Uma variável pode ter seu nome formado por uma única letra como x, y, Z, ...ou ter um 
nome longo onde apareçam várias letras, algarismos e caracter de sublinhado como em 
exprl, expr2, result 1, result 2, .... 


e Podemos atribuir valor a qualquer variável digitando-se o seu nome seguido de dois pontos 
e do valor da variável como em x :2,y:4,Z2:-1... 


e O último resultado calculado pode ser referenciado por um símbolo de porcentagem (%). 


e As constantes matemáticas 7 = 3,14159...,€e=2,71828...,1=vV-1, 9 = 1+vb são 
representadas por %pi, %e, Yi e Yphi, respectivamente. 


e Usamos o comando float(x) para obtermos a representação decimal de x. 


e Uma função pode ser definida utilizando-se um :=, como no exemplo f(x) := cos(x) + 
FD, 

Algumas vezes, ao invés de digitar linhas de comando, pode-se escolher uma janela no menu 
principal e usá-la exclusivamente para digitação do comando. O menu principal aparece no topo 
da tela: “Arquivo Editar Célula Maxima Equações Algebra ...” 

A seguir, alguns exemplos de comandos digitados no Maxima , bem como suas respectivas 
respostas. Calculamos 30 x 50 + 8 x 10, fatoramos o resultado em produto de potências de 
primos, calculamos a = 49, b= E a+b, x=log(cos(5) + sen(Z)). 

(il) 30x50 + 8x10; 
%ol) 1580 


WiZ2) factor(Y); 
%o?) 225 79 


%o3) É 


Wi4) x: Iog(cos(Kpi/6) + sin(Ypi/4)); 


( 
( 
( 
(Y%i3) a: sart(49)$ db: sgrt(81)/6$ arb; 
( 
v3 

(%o4) log(% + 55) 


Um comando é executado pressionando-se [Enter], [Shift][Enter] ou [Ctrl][Enter] na linha, 
dependendo do que estiver definido em “Editar /Configurações/Enter calcula células” no menu 
principal. 


Simplificação e desenvolvimento de expressões 


Expressões algébricas podem ser simplificadas com o comando ratsimp(...) e desenvolvidas 
com um comando expand(...). Se houver alguma função trigonométrica envolvida, então a ex- 
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pressão pode ser simplificada com um trigsimp(...) e ser desenvolvida com um trigexpand(...). 


(%i6) ext: ar3/((a-b)*(a-c)) + b73/((b-c)+*(b-a)) + c73/((c-a)*(c-b)); 


(%06) E ga un 
(able) (b-elb-a) (e ale-b) 


(Vir) ratsimplexi); 
(or) c+b+a 








(Yi8) ex2: ((34x72+4xx+1)72-(34x72+10xx+1)72)/((3*x72+11xx+1)72-(3*372+3+4x+1)72); 
(3x2 + 4x + 1)2 — (3x2 + 10x + 1)? 
(3x2 + 1lx+1)2 — (3x2 + 3x + 1)? 
0! ratsimplex2); 
Y%i9 é p(ex2) 





(%o8) 


Equações e sistemas 


Uma equação pode ser resolvida com um comando solve(eguação, variável). Podemos di- 
gitar uma linha de comando ou fornecer a equação em uma janela exclusiva para entrada de 
equações. Para obter essa janela de equações, escolhemos no menu principal do programa a 
opção “Equações” e depois escolhemos “Resolver ...”. Resolvemos a equação x! —5x? +6 = 0. 


Resolver 





Equação(ões): x”4 —- 5*xº2 + 6 =0 





Variável(is): | x 


E Coe) 








(Wil8) solve(x74 - B*x'2 + 6 = 0, x); 


(hWol8) [x=-v2,x=v2,x=-V3,x=43] 


Um sistema pode ser resolvido da mesma forma que uma equação, bastando colocar as 
equações e as variáveis entre colchetes. Resolvemos o sistema linear formado pelas equações 
sx Fdy=202x-y= 5 


(W%il9) solve([3*x + 4*y = 2, 2x - y = 3], [x, y]); 
(%ol9) [[x=y=-]l 
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Operações com matrizes 


É possível fornecer uma matriz ao Maxima com um comando matrix([linha 1], [linha 2], 
..) ou através de uma janela específica, obtida nos itens “Álgebra” e “Introduzir matriz...” 
do menu principal. A multiplicação de matrizes pode ser feita com um ponto como em A.B, 
o determinante com um comando determinant(...) e a inversa com um comando invert(...). 
Definimos neste exemplo uma matriz M e calculamos seu determinante e sua matriz inversa. 


Informe uma matriz 





q 3 
no 4 


3 10 


Cancelar 








(ool2l) Ms: matrixt [-=8,7,1], [4,8,0), [10,2,-6]); 


es RS A | 
(%021) 4 5 0 
do 2 = 


(%i22) determinant (Y); 
(%022) 173 


(YiZ3) invert(Y); 


25 37 5 





173 173 173 
5 4 








0 50 

(%0o23) 3 5 3 
o 7 43 
3 173 173 


Limites, derivadas e integrais 


e O limite de f(x) quando x tende a xo é calculado com um comando limit(f(x),x,x0). O 
infinito pode ser codificado por infe o menos infinito por minf. 


e A derivada de f(x) com relação a x pode ser calculada com um diff(f(x), x) e a derivada 
de ordem n com um comando diff(f(x),x, n). 


e Integrais definidas em [a, b] podem ser calculadas com comando do tipo integrate(f(x), x, a, b). 


e Se for colocado um apóstrofo antes do comando, ele será apenas mostrado, mas não cal- 
culado. 


(Yi30) Ilimit(sin(4+*x)/x, x, 0); 
(%o30) 4 


ol) Limittil + S/n)'a, E, ninf); 
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(%o31) Ke? 

(lo) *Iimiel are Qe + antro) - sartix!, E, amd); 
(%032) lim Vx+vx— vX 

las) Limttç egrtix + corto) = partto, X, Inf): 
%o33) 5 


iS4)  diftQeT + iixeinQo, x); 
%o34) 11 cos(x) + 7xº 


IS5)  “diftficos(r db), mx) = ditilcos(e E, x); 
%Wo35) &cos(xº) = —5x*sin(xé) 


W%i40) “integrate( x 4+xcos(x), x); 
%040) fia cos(x) dx 


— mm aum am a ms 


Wi41) integrate( x"4+*cos(x), x); 
Wo41) (x! — 12x? + 24) sin(x) + (4x2 — 24x) cos(x) 
Wi42) “integrate(x"5, x, a, b) = integrate(x'5, x, a, b); 


b be 6 
Wo42) / XoXe - 
a 


rm 


B.4 De onde copiar esses programas 


e O GeoGebra tem sua página na Internet no endereço www.geogebra.org. A partir dessa 
página o programa pode ser baixado (28 megabytes), bem como sua documentação em 
dezenas de idiomas. 


e O K3DSurf pode ser copiado a partir de k3dsurf.sourceforge.net (4,9 megabytes). 


e O Maxima tem sua própria página: maxima.sourceforge.net /download.html , é a “Ma- 
xima, a Computer Algebra System” e a partir dela pode-se copiar o programa (cerca de 
30 megabytes), além da sua documentação. 


Apêndice €C 


Resumos 


C.1 Principais definições e fórmulas sobre vetores 
e | = vetor unitário (comprimento = 1) na direção do eixo x 
º j= vetor unitário na direção do eixo y 
e k = vetor unitário na direção do eixo z 
ei=(a,aas)=ai+a-+ ak 
e b=(bybo,b)=bi+boyj+ bak 


sc=(oa) Gis) Pak 


SeP-(p,p>op)eQ= (qq q3), então 


PÓ =Q-P=(gn-p,q;5-p>,q3-p3)=(g— poi + (go — po)j + (gs — pa)k. 


Adição de vetores e produto por escalar 
sz+b=(a+bi)i+(a+bo)j+ (as +ba)k 


> 


e ai = (aa,0a>,0a3), onde a ER 


Norma e produto interno 


e ljall= a? + à3 + a = comprimento (norma) de à 
Ta. 


e ã-b= ab; + aob> + asbs — ljallllb|cos (ã, b), onde (ã, b) é o ângulo entre 3 e b 


lall?. ou seja, Ilall= vã à. 


e 


e 
O, 


e 3-b=0< é perpendicular a b. 
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Produto vetorial 


LJ K 
axb=| a a a 
bi bo bs 
= - Sans a 
e |lãx bl| = Ijállllbl| sen (3, b) = área do paralelogramo determinando por ã'e b 
eixai-0,axb--bxa 


eixb-0€ã e bsão LD (colineares) 


e àxb é perpendiculara à e b, simultaneamente 


Produto misto 


e |[ã, b, €|| = volume do paralelepípedo determinado por à; b, E 


e [ãbc|-0+<,b,Csão LD (coplanares) 


elibcdso<abcsãolLI,ou seja, fã, b, E é uma base do R?. 


Bases ortogonais e ortonormais 


Ed 


eSea-b=a:C=b.C=0, então [3,b,C) é uma base ortogonal 




















eSeãb-a-c-b.c-0elal=Ibll=Ilcl|= 1, então fã, b, E é uma base ortonormal 
e Se fã,b,c) é uma base ortonormale v = xi+yb+ ze entãox = &-Vy-b-Ve 
Zet yr 


C.2 Retas e planos 


Equação do plano 


e A equação cartesiana do plano que passa por A(x,,y, 71), B(x,Y,20), e C(x3,Y3,23) 
é da forma ax + by + cy + d = 0 e pode ser obtida desenvolvendo-se o produto misto 


AB, AB, AÊ] = 0, onde P(x,y,Z) é um ponto genérico do plano. 
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e As equações paramétricas desse mesmo plano são da forma 


x => M+r(Xw-—x)+s(x—x) 
y = n+(y>yn)+s0s—n), nrseR, 
z=> a+r(»-—-2na)+s(z— 2) 





que é o mesmo que AÉ = rAB + sÃE. 
e O vetor normal a esse plano é o vetor n = AÊ x AÉ =ai+bj+ ck. 


Equação da reta 


e As equações paramétricas da reta que passa pelo ponto Po(xo, Yo, Zo) e tem direção dada 
pelo vetor V = wi + Vo) + Vv3k são 


x = xo +Hwut 
yYy = Yh+rHwt, teR, 
Z = ZHW+Vat 


reed a Ê 
que pode ser escrito de forma resumida na forma PA, = tV, onde P(x,y,Z) é um ponto 
genérico da reta e t é o parâmetro. 


e Isolando, depois eliminando o parâmetro t nas equações paramétricas, obtemos 


XX Yo) ZA 


Vi Vo Va 





que são denominadas equações simétricas da reta r. 


Ângulo entre dois planos 


ee 
O ângulo (a, 6) entre dois planos a e B cujos vetores normais são 1 e 1> é dado por 
aa RR A] 


cos (a, B) 


SAE 


Ângulo entre duas retas 


re 
O ângulo (r,s) entre duas retas r e s cujos vetores diretores são W e v é dado por 
Ea TARA 
cos(r,s) = => 
[vi llllvo || 


Ângulo entre uma reta e um plano 


een 
O ângulo (r, a) entre uma reta r cujo vetor diretor é V e um plano a cujo vetor normal é 17 





a N : as 
é dado por (r,a) = 27 0, com 8 satisfazendo a equação cosô = 
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Distância de um ponto a um plano 


A distância entre um ponto Po(xo, Yo, Zo) e um plano a cuja equação é ax+by+cz+d =0 


é dada por 
= [axo + byo + CZo + d| 


e RARE 





Distância entre um ponto e uma reta 


A distância entre um ponto Po(xo, Yo, Z9) e uma reta r com vetor diretor V é dada por 


E = 
|V x PoP| 


dare 
ei Id] 


Distância entre duas retas 


Se as retas r e s forem reversas, P, for um ponto em r, P> for um ponto em s, V for o vetor 
diretor de r e w for o vetor diretor de s, então a distância entre elas é 








FER nd ati ET E = 
dE [PP v, w|| = IPP>-(V x W)| 
= [|V x vw) [|V x v/l) 


C.3 Cônicas 


Elipse 


e Elipse é o conjunto dos pontos P(x, y) cuja soma das distâncias a dois pontos F, e F, 
(denominados focos) é constante e usualmente denotada por 2a: dps + der, = 2a. 


e O ponto médio O do segmento F, F, é denominado centro da elipse. 





e Os casos mais simples ocorrem quando F; F, está contido no eixo dos x ou no eixo dos y 
e o centro é a origem (0,0). 


— Se FF, estiver contido no eixo dos x, e os focos F; e F, tiverem coordenadas (—c, 0) 


2 
e (c,0), respectivamente, então a equação da elipse será da forma atm = 1, onde 


b é definido pela relação 2? = b? + c2. 
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— Se Fi Fo estiver contido no eixo dos y, e os focos Fi e F, tiverem coordenadas (0, —c) 
2 2 


e (0,c), respectivamente, então a equação da elipse será da forma + E 1, onde 
b também é definido pela relação à = b? + c?. 











e Se o centro da elipse for o ponto (xo, yo), então sua equação pode ser escrita na forma 
(x — xo)? (y — Yo)? 











padrão 5 + ã = 1, se FyF5 for paralelo ao eixo dos x, ou na forma 
EM) Sao aê 
p2 0) + 0 So) — 1, se PP; for paralelo ao eixo dos y. O à? é o maior deno- 


minador e o b? é o menor. 


o Arazão e — ç é denominada excentricidade e temos que O < e <1. 


Hipérbole 


e Hipérbole é o conjunto dos pontos P(x, y) do plano cujo módulo da diferença das distâncias 
a dois pontos F e F, (denominados focos) é constante e usualmente denotada por 2a: 
|dpr, == dpF| = 2a. 





e O ponto médio O do segmento F; F> é denominado centro da hipérbole. 


e Os casos mais simples ocorrem quando F; F> está contido no eixo dos x ou no eixo dos y 
e o centro é a origem (0,0). 


— Se FF, estiver contido no eixo dos x, e os focos F; e F, tiverem coordenadas (—c, 0) 
2 2 

e (c,0), respectivamente, então a equação da hipérbole será da forma a = E 

onde b é definido pela relação c? = 32 + b2. Asretas y= +2x que passam pelo 


centro e têm declividades iguais a +2 são as assíntotas da hipérbole. 
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— Se Fi F, estiver contido no eixo dos y, e os focos Fi e Fo tiverem coordenadas (0,c) 
2 2 


e (0, —c), respectivamente, então a equação da hipérbole será da forma 2 | S 1, 
onde b também é definido pela relação c? = 22 + b2. Asretas y = +ix que passam 
pelo centro e têm declividades iguais a aro são as assíntotas da hipérbole. 











e Se o centro da hipérbole for o ponto (xo, yo), então sua equação pode ser escrita na 
(x— x) (y- yo) 
2 b2 

=yw) (x-5%) a 
(y A) 2 0) = 1,se PP; for paralelo ao eixo dos y. O à? é o denominador da 
fração positiva, enquanto que b? é o da negativa. 


= 1, se F,F for paralelo ao eixo dos x, ou na forma 





forma padrão 





e À razão e = 5 é denominada excentricidade e temos que € > 1. 
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Parábola 


e Parábola é o conjunto dos pontos P(x, y) do plano que são equidistantes de um ponto F 
(denominado foco) e de uma reta d (denominada diretriz) dados: dpr = dpg = Pp. 


e O ponto da parábola que estiver mais próximo da reta diretriz é o vértice V. A reta que 
passa por Fe V é o eixo de simetria. 


e Os casos mais simples ocorrem quando o eixo de simetria coincide com o eixo dos x ou 
com o eixo dos y e o vértice é a origem (0,0). 


— Se o eixo de simetria for o eixo dos x, e o foco F tiver coordenadas (0, p), então a 
equação da parábola será da forma x? = 4py. Se o foco for o ponto (0, —p), então 
a equação é x? = —4py. 























— Se o eixo de simetria for o eixo dos y, e o foco F tiver coordenadas (p, 0), então a 
equação da parábola será da forma y? = 4px. Se o foco for o ponto (—p, 0), então 
a equação é y? = —4px. 











P' 














e Se o vértice da parábola for o ponto (xo, Yo), então sua equação pode ser escrita na forma 
padrão (x — xo)? = +4p(y — yo) se o eixo de simetria for paralelo ao eixo dos x, ou na 
forma (y — yo)? = +4p(x — xo), se O eixo de simetria for paralelo ao eixo dos y. 
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Completamento de quadrado 


Uma equação geral do segundo grau nas variáveis x e y pode representar uma cônica. Para 
escrever essa equação em um formato padrão, é útil fazer um completamento de quadrado em 
cada variável para depois identificar o centro, o vértice e outros valores como a, b ou p. 

Para obter o quadrado de uma soma ou de uma diferença a partir de x? + bx ou de x? — bx 
basta somar (e subtrair) o termo constante (2) 


exXtbx=*+bx+(2)2 —-(2)2 = (x+2)2 — (2) 


ex brx= bx (BP (GP = (e 3 GY 


C.4 Quádricas 


As quádricas são superfícies tridimensionais que podem ser descritas por equações do segundo 
grau nas variáveis x, y e z. Nos casos mais simples, os centros ou os vértices são a origem 
(0,0,0) e os eixos de simetria são paralelos aos eixos x, y e z e, consequentemente, as equações 
não têm termos “mistos” envolvendo xy, xz e nem yz. 

Temos os seguintes tipos de quádricas (com centros ou vértices na origem): 


e Esfera — sua equação é da forma x2+y24+2?=r?, onde ré raio. 


2 2 2 
EE as X y Z a 
e Elipsóide — equação da forma Z + p + = 1. Sea=boua=coub=c, então 
temos um elipsóide de revolução, ou seja, pode ser obtido através da rotação de uma elipse 


em torno de um eixo. 






































e Cilindro — sua equação só envolve duas das variáveis se a geratriz for paralela a um dos 
eixos x, y ou z. Sea equação for 2X +y2=r? ou X+22=rº ou y)42º =", 
então temos um cilindro circular reto. 
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2 a Z? x z2 y? y? Z2 x? S 
— — e 


E ps 
e Cone — equação da forma 2 + po ou 2 + 2 Bm ou pros 
a=boua=coub=c, então temos um cone de revolução (circular), ou seja, pode ser 
obtido através da rotação de uma reta em torno de um eixo. 




































































: Es a o E O yo z 
e Hiperbolóide de Uma Folha — equação da forma 2 + 2 + E d; 2 p + E 1 





x y? z? 
ou 2 + ER” l.Sea=boua=coub=c, então temos um hiperbolóide de 
uma folha de revolução, ou seja, pode ser obtido através da rotação de uma hipérbole em 


torno de um eixo. 



































EE SSSNN 
bis soc ssa MES 
gs APRRRAio2; e ROO 
PSA TU a H ny ui if 
NR un 
5 SS lj 
) 
EA 
2 2 2 2 2 2 
E hi a yo Z x ye 2 
e Hiperbolóide de Duas Folhas — equação da forma 5 EE, = 1 
a Db 2 b? e 
x? ye Z?2 
ou ea Pê ae Sea=boua=coub=c, então temos um hiperbolóide 


a 
de duas folhas de revolução, ou seja, pode ser obtido através da rotação de uma hipérbole 


em torno de um eixo. 
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x? 2 x? Z2 
e Parabolóide Elíptico — equação da forma cz = ae qo OU je ora a OU 
a b? a? Ce 
ve 2 
Cx = p + E Sea=boua=coub=c, então temos um parabolóide de revolução, 
ou seja, pode ser obtido através da rotação de uma parábola em torno do seu eixo de 
simetria. 
sã à Ee a SR pe JRR 
e Parabolóide Hiperbólico — equação da forma cz = od Qureys OU 
a a E 
a z2 
CRE Roo Também conhecido como “sela”. 
E 








ah 
O 


Se o centro ou o vértice for o ponto (xo, yo, Z0), então trocam-se x, y,Z nas equações 
anteriores por x— xo, Y— Yo, Z — Zo, respectivamente. 
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